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概要

1982年の分数量子ホール効果の発見はマクロな物質の状態に対する我々の理解を大きく変える契機となった。分数量
子ホール状態、あるいはその一種の類似物であるスピン液体の性質の一端が「氷」を通して理解できるとなれば驚くだろ
うか？氷は言うまでもなく、我々の最も身近に存在する物質の一つである。しかしながら、我々はその身近な氷の性質
をどれ程理解しているだろう？熱力学第三法則は物理学の基礎法則の一つである。しかしながら、常圧の氷ではその基
本法則が見かけ上、破れているようにすら見える。六回対称の雪の結晶形は誰もが目にしたことのある、自然の美しさ
の象徴であろう。しかし、その実、氷には温度や圧力に応じて実に 17種類もの (凖)安定な結晶形態が存在する。氷は
また、金属とは程遠いバンド構造をもちながら、不思議なことに電気伝導性はそれほど悪くない。そして、その電流は電
子ではなく、氷結晶中のイオン欠陥が担うのだ。このような氷の特異な性質は Paulingや Onsagerを始めとする、数多
くの科学の巨人達を強く魅了して来た。この講義では、氷に良く似た性質をもつ奇妙な磁性体、スピンアイスを通じて、
氷の奇妙な性質が、分数量子ホール状態やスピン液体を含むトポロジカル秩序相の理解にどのようにつながるかを紹介
したい。ごく単純な理論模型の導入が物理現象に対する理解を一変させることがある。相転移、臨界現象においてイジ
ング模型の果たした役割こそがその好例であろう。同様の意味で、スピンアイスはトポロジカル秩序相を理解するため
の「イジング模型」の役割を果たすのかもしれない。

1 はじめに

この講義のひとつめの主題は「氷」である。
氷は我々の身近に存在する慣れ親しんだ存在だ
が、我々が固体物理で扱うような標準的な物質
の分類、金属、絶縁体、磁石 · · · などというく
くりでは捉えきれない不思議な性質をもってい
る。講義の前半では氷に類似した構造をもつ磁
性体、スピンアイスの性質を通じて、氷に内包
された豊かな物理を紹介したい。
そして、ふたつめの主題であるスピン液体と

は、強磁性体や反強磁性体などとは異なり、絶
対零度まで対称性の破れを伴う秩序が生じない
磁性体を指す。スピン液体相が実現していると
断言できる系は残念ながらまだ存在しない。し
かしながら、もし実際に存在すれば、スピン液
体はトポロジーによる特徴付け、分数量子ホー
ル状態との深い関係、量子計算への応用、など
数多くの魅力的な側面を持つ相であることが理
論研究の末、明らかになってきた。この講義の
後半ではスピンアイスの知識をもとにして、こ
のスピン液体の性質の理解を目指したい。

2 スピンアイス

氷とは言うまでもなく、水 (H2O) の固相を
指す言葉である。しかし氷はしばしば通常の固
体とはかけ離れた性質を示す*1。固化すること
によって体積が膨張する、などというのはその
有名な一例だろう。この性質なしには我々人類
が地球上で繁栄することは無かったかもしれ
ない。また、ひと口に水の固相と言っても、実
に氷には 17種類もの異なる結晶形態が存在す
る。いや、それすら実は不正確で、雪の結晶で
おなじみの、氷の最もポピュラーな形態である
六方晶は実は厳密な意味での結晶ではないので
ある。このあたりから話を始めよう。
氷のもつ奇妙な性質の多くは、氷の結晶中で

水素原子配置が満たす局所的な拘束条件: アイ
スルールの結果として理解される [2, 3]。六方
晶 (Ih)と局所的に同型の Ic 相の氷を考えよう。
この相では、酸素原子 (O)は図 1(a)のように
ダイヤモンド格子を作って規則的に配列する。

*1 氷の包括的なレビューとして文献 [1]を勧める。
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一方、水素原子 (H) は酸素原子と共有結合し
て局所的に H2Oに近い構造を作ると共に、水
素結合を介して隣り合う酸素原子を結びつけ、
結晶を安定化する役割も果たす。結果として、
水素原子は各 O-Oボンド上に一つずつ存在し、
またボンドの中央ではなく、共有結合の相手で
ある酸素原子側に片寄って位置する事になる。
すなわち、結晶全体にわたって以下の二つの条
件が満たされる。(1) 各 O-O ボンド上に必ず
一つ水素原子が存在する。(2) 各酸素原子から
伸びる４本のボンドのうち、2つのボンドの上
では酸素原子から近い位置に、残りの 2 つの
ボンド上では遠い位置に水素原子が存在する
(2-in 2-out)。(1)、(2) の規則を合わせてアイ
スルールと呼ぶ [図 1(a)]。
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図 1 (a) 氷 結 晶 と ア イ ス ル ー ル の 図
[www.britanica.com/中 の 図 を も と に 作 成]、(b)

スピンアイスにおけるアイスルール配置の図。矢印の
向きが各サイトのスピンの向きを表す。四面体は向き
によって、上向き (upward)と下向き (downward)の
二つの種類に分けられる。黄線で表したパイロクロア
格子の六角形 (1 − 6) は量子揺らぎを考慮するときに
大きな意味を持つ。(c) Fe3O4 におけるアイスルール
配置の図。赤丸 (白丸)が Fe2+(Fe3+)イオンを表す。

このアイスルールは氷に限らず、多くの系で
形を変えて現れる。氷の場合は、「水素原子位
置の偏り」が 2-in 2-out の規則を作るわけだ

が，2状態をとるイジング自由度をもつ類似の
格子構造の系であれば同様のルールを定義す
ることが可能である。例えば図 1(b) のように
正四面体が頂点共有で連なったパイロクロア格
子を考えよう。スピンアイスの名前で知られる
Ho2Ti2O7[4]やDy2Ti2O7[5]といった物質群で
は、パイロクロア格子の各頂点に位置する希土
類イオンが磁気モーメントを持ち、その向きは
強い磁気異方性のために各頂点が属する二つの
正四面体の重心を結ぶ方向に固定される。すな
わち、一つの正四面体に注目した場合、スピン
が内向き (in)と外向き (out)のどちらを向くか
という 2自由度が存在する事になる。さらに、
これらの物質は低温では、全ての正四面体につ
いて、2つのスピンは内向き、残りの 2つのス
ピンは外向きを向く、という 2-in 2-outの条件
が満たされることが知られている [図 1(b)]。氷
との対応を考えるために、図 1(b) の各正四面
体の中央に酸素原子があると想像してみよう。
すると、酸素原子は氷と同じくダイヤモンド格
子の構造を取り*2、酸素原子を結ぶボンド上に
スピンが位置する事になる。ここで、スピンの
向きがボンドの中央から見た水素原子位置の偏
りを指し示すと考えると、上述の 2-in 2-outの
スピン配置の規則は氷のアイスルールに完全に
対応する事が分かる。
このようなスピンアイスを記述する Hamil-

tonian は非常に単純なものである。パイロク
ロア格子の各頂点に、σi = ±1 の 2 自由度を
取るイジング変数 σi を定義する。パイロクロ
ア格子には向きの異なる 2 種類の正四面体が
含まれる [図 1(b)] が、例えば上向きの正四面
体に対してスピンが外 (内) 向きを向く場合に
σi = +1(−1) と定める。このイジング変数に
対し、

H = J
∑

⟨i,j⟩

σiσj (J > 0) (1)

という最近接相互作用の反強磁性イジング模型
を考えればアイスルールは実現し、基底状態で
は全ての正四面体で 2-in 2-outの条件が満たさ

*2 これはパイロクロア格子がダイアモンド格子のライングラフで
あるという事実の反映である。
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れる事になる。この単純な Hamiltonian が実
現するために複雑な微視的機構は必要ない。最
隣接の磁気モーメント間に強磁性的な相互作用
が働けばよい [6]。例えば、Dy(Ho)2Ti2O7の場
合には、磁気モーメント間に働く双極子相互作
用が隣接モーメント間に強磁性的な相互作用を
及ぼし、このような反強磁性イジング模型を導
くことが知られている。
むしろアイスルールはこのように、ごく単純

な相互作用から生じる規則であるため、多様な
系での実現が期待される。マグネタイト Fe3O4

では 2種類の鉄イオン Fe2+と Fe3+が同数、一
つの副格子であるパイロクロア格子上に存在す
る。この系が示す金属絶縁体転移 [7]を説明す
る初期の理論として、各正四面体の四つの頂点
が二つの Fe2+ と二つの Fe3+ に占有されたア
イスルール的な電荷配置 [図 1(c)] が重要な役
割を果たしている可能性が指摘された [8]。
また、このような多様性の一方で、アイス

ルールを満たす事から生じる普遍的な現象がい
くつも存在する。ここではスピンアイスを例に
とり、そのような重要ないくつかの概念につい
て紹介する。以下、2.1-2.2節の解説は文献 [9]

の内容をもとにしている。
2.1 基底状態の縮退
一つ目は基底状態の巨視的縮退という現象で

ある。アイスルールは系全体のスピン配置を一
意に決めるほど強い条件ではない。そのため基
底状態においても、エネルギー的に等しい異な
るスピン配置が巨視的な数存在し、有限のエン
トロピーが残る*3。残留エントロピーの見積も
りについては、Paulingによる方法が標準的な
手法として知られている [10]。簡単のために、
2 次元のチェッカーボード格子 [図 2(a)] を例
にとって、この方法を説明しよう。チェッカー
ボード格子はパイロクロア格子を [100]方向に
射影して得られる格子である。パイロクロア格
子の正四面体は、チェッカーボード格子上では
× が入った正方形 (X 正方形と呼ぶ事にする)

に対応する。

*3 前章で、氷の六方晶が厳密には結晶でないと述べたのは、この
縮退に伴う水素原子配置の乱れが結晶の規則性を不完全にする
ためである

このチェッカーボード格子の各頂点にイジン
グ自由度として、図 2(a) のように赤丸または
青丸を配置し、全ての X 正方形が二つの赤丸
と二つの青丸で占められるという条件を課す。
これにより、チェッカーボード格子版のアイス
ルールを定義する。さて、この時、アイスルー
ルを満たす赤丸青丸の配置数は何通りあるだろ
うか？
Paulingの方法では、まず X正方形を二つの

グループ A, Bに分けて、同じグループに属す
る X 正方形同士が共有サイトを持たないよう
にする [図 2(b)]。この上で、まずグループ A

にのみ注目する。一つの X 正方形に対してア
イスルールを満たす配置数は 6 通り [図 2(c)]

なので、グループ Aの X正方形のみがアイス
ルールを満たすように粒子を配置するやり方
は、6N/2通り (N : X正方形の総数)となる。し
かしながら、この値は、グループ Bを無視して
得られたものであり、全ての X 正方形につい
てアイスルールが満たされる配置数は当然、は
るかに小さい。それでは、6N/2通りのうち、都
合良くグループ Bの全ての X正方形について
もアイスルールが満たされる割合はどの程度だ
ろうか？
Paulingのアイデアは、一つの X正方形に赤

丸青丸を配置するやり方の総数は 16 通りで、
そのうち 6 通りはアイスルールを満たすのだ
から、グループ Bの X正方形一つあたり 6/16

を掛けてやれば、大雑把には正しい補正を与え
るだろう、という大胆なものである。この考え
に基づく残留エントロピーの近似値はサイト当
たり

SP =
1

2N
kB log 6N/2

( 6

16

)N/2

=
1

2
kB log

3

2
≃ 0.203kB (2)

となる。この評価は X 正方形間の相関を無視
したものであり、一見非常に乱暴に見えるが、
実は意外なほど精度の良い近似となっている。
チェッカーボード格子の厳密解 (0.216kB)[11]

と比較すると、6%程度のずれ、パイロクロア
格子に対する数値計算の結果 (0.205kB)[12] と
は 1% 程度のずれ、と精度の良い一致を見せ
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る。実際、Dy2Ti2O7 を舞台として、スピンア
イスの残留エントロピーは実験的に観測され
ており、0.229kB[5]とまずまず、Paulingの見
積もりと良い一致を見せている*4。なお、カゴ
メ格子についてもアイスルールと似た拘束条
件が定義でき、残留エントロピーについても類
似の議論が可能である [13]。これについても、
厳密解 [13, 14]及び、磁場中の Dy2Ti2O7 の実
験結果 [15]と良い一致が得られている。また、
この Pauling 近似は Bethe 近似としての定式
化も可能であり、Husimi Cactusと呼ばれるツ
リー状のネットワークにおいては厳密な値を与
える*5。

図 2 (a) チェッカーボード格子上のアイスルール配
置の例。対角線にボンドが走る黄色の正方形が X正方
形。(b) グループ A(太線) と B(細線) への X 正方形
の分割。(c) 一つの X正方形における 6通りのアイス
ルール配置。

2.2 双極子相関
それではスピンアイスの基底状態における空

間構造はどのようになっているのだろうか？異
なる空間配置をもつ状態がマクロな数縮退して
いるのだから、系は著しく乱れており、スピン
相関は長距離で指数関数的に減衰すると期待す
るのが自然であろう。ところが実際には、距離
に対してベキ的に減衰する準長距離相関が現れ

*4 氷では 0.205kB である。なお、構造相転移による潜熱の放出を
考慮しなければならないなど、やや複雑な事情もある。[16, 17]

*5 Husimi Cactus 上で熱力学的に残留エントロピーを評価する。
組み合わせ論的な計算はツリー構造の表面効果のために、誤っ
た結論を導きやすい。

る事が分かっている [18]。
この振る舞いを理解するために、スピンアイ

スを例にとって、ある空間領域でスピンを粗視
化したベクトル場B(r)を考えよう。2-in 2-out

の条件は空間の各点に入る flux と出る flux が
等しい、divergence freeの条件: ∇ ·B(r) = 0

とみなす事が出来る [図 3(a)]。すなわち、スピ
ンアイスをランダムなスピンの集合というより
は、ランダムな磁力線の集合とみなすわけであ
る。この条件下で、各領域における B(r)の値
がガウス型の統計分布に従って分布すると仮定
すると、その空間相関は以下のような双極子型
の準長距離相関になる。

⟨Bµ(0)Bν(r)⟩ ∝
1

K|r|d
(
δµν − d

rµrν
|r|2

)
. (3)

(µ, ν = x, y, z、dは空間次元、K はガウス分布
を特徴付ける定数を表す。) つまりアイスルー
ル系には、マクロな縮退から期待される乱雑な
状態とは一線を画す、準長距離相関という一種
の「秩序」が存在しているわけである。

210−1−2
h, h, 0

2
1
0
−1
−2
−3

3

0,
 0

, l

図 3 (a) ベクトル場 B(r)のみたす条件 (∇ ·B = 0)

の模式図。入る flux(青い矢印)と出る flux(赤い矢印)

が各正四面体で同数存在する事を divergence free の
条件と見立てる。(b) Ho2Ti2O7 の中性子回折実験か
ら得られたスピン構造因子。点線の丸で囲った部分に
存在するくびれの構造が pinch point と呼ばれる特異
点である。（文献 [19]中の図をもとに作成）

実際に双極子型の相関が実現しているなら
ば、式 (3)を Fourier変換して得られる磁気構
造因子

Sµν(q) ∝ ⟨Bµ(−q)Bν(q)⟩ ∝
1

K

(
δµν −

qµqν
|q|2

)
(4)

の特徴が中性子回折の実験で確認できるはず
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である。特に式 (4)によると、Sµν(q)は q = 0

で、q → 0の極限の取り方によって値の変わる
特異点を持つ。スピンアイス状態を示す物質の
一つである Ho2Ti2O7の中性子回折実験によっ
て得られた、この物質のスピン構造因子を図
3(b)に示す [19]。ブラッグピークは存在せず、
長距離秩序は不在であるが、ランダム系には決
して見られない特徴的な回折パターンが生じて
いる事が分かるだろう。現実の物質は格子の離
散並進対称性を持っているため、上記の q = 0

の特異性は全ての逆格子ベクトル G で観測さ
れることになる。実際に図 3(b) を見ると、各
G において、鋭い “くびれ”のようなスペクト
ル構造が見られ、特異点が生じている事が分か
る。この “pinch point”と呼ばれる特異点こそ、
アイスルール系固有の準長距離相関が実現して
いることを指し示す “アイコンとしての役割を
果たすのである。
2.3 分数励起
このように乱雑さと準長距離秩序が同居し

た特異な基底状態を持つスピンアイスだが、励
起状態はどのような性質を示すだろうか？こ
こでは、アイスルール系特有の励起の分数化
[20, 21]という性質について紹介したい。

図 4 (a) スピンアイスの基底状態のひとつ。全ての
正四面体が 2-in 2-out の条件を満たす。(b) (a) の状
態からスピンをひとつ反転し、正のモノポール (1-in

3-out)と負のモノポール (3-in 1-out)の対を生成した
図。(c) (b)の状態から、正のモノポールを含む正四面
体の outスピンをひとつ反転する。正のモノポールが
動く。(d) (c) の状態から連続的にスピン反転を行な
い、モノポール対を引き離したときの配置。(e) 一次元
反強磁性体における、局所スピン反転から二つのスピ
ノン励起への分裂の模式図。

アイスルールを満たすスピンアイスの基底
状態から最も簡単に励起状態を作るには、スピ
ンをひとつ反転させればよい。この状態は図
4(b) のように二つの隣接する正四面体でアイ
スルールを破る励起状態となっている。次に、
この状態から隣接するスピンを反転して行くプ
ロセスを考える。すると図 4(c)のように、スピ
ンの反転はアイスルールを破った正四面体の数
を二つに保ったまま、正四面体の場所を移し、
スピン反転を続けることによって、正四面体は
引き離されて行く事になる [図 4(d)]。つまり、
スピンという、系の基本的な量子数の変化が 2

つに分裂し、その各々があたかも独立した粒子
のように振る舞うわけである。
類似の現象は 1 次元系のドメインウォール
励起に見る事が出来る。図 4(e) のように、一
次元反強磁性鎖を考え、一つのスピンを反転さ
せる。すると、反転させたスピンの両側で強磁
性的な配列が生じてエネルギーを損するわけだ
が、二カ所分の強磁性配列のエネルギーの損を
保ったまま、スピン強磁性対 (スピノン励起)を
引き離して行く事が出来る。アイスルール系は
スピノン励起に類似した分数化を示す高次元の
系として興味深い例を提示しているのである。
このスピンアイスの分数励起は、モノポール

と呼ばれる [20]。スピンアイスの文脈では 2.2

節で考えたように、アイスルール条件は粗視化
したベクトル場 B(r)の満たす divergence free

条件とみなせ、B(r)を “磁場”と見立てる事が
出来た。従って、2-in 2-outの拘束を破る励起
が存在する領域では∇ ·B(r) ̸= 0となり、B(r)

を “磁場”に見立てる類比においては、有限の
磁荷、すなわちモノポールが存在するというわ
けである。
この磁荷のアナロジーは興味深い問題を提

起する。我々は電荷や磁荷のような “charge”

に対して、どのような性質を期待するだろう？
ひとつは保存則であろう。正の charge と負の
charge は必ず対生成、対消滅することを期待
する。実際、スピンアイスでは、正と負のモノ
ポールは必ず対で生成消滅し、系全体では磁荷
の保存則が成り立つ。また、もうひとつの性質
として、我々は正の chargeと負の chargeの間
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には引力が働くことを期待する。しかしなが
ら、こちらの性質はスピンアイスでは必ずしも
成り立つとは限らない*6。同種の “charge”間
に引力が働くような奇妙な状況*7もスピンアイ
スにおいては考えられるわけである [24, 25]。
また、このような量子数の分数化に伴う興味

深い観点として、分数励起の再結合が挙げられ
る。磁荷の間に働く有効相互作用を介して分
数励起は非自明な組み替えを行なう。これによ
り、元々のスピンの自由度からは想像すること
が難しい集団励起や相が形成されることがある
[22, 24, 25]。
2.4 トポロジカル秩序
さて、低エネルギーの励起はしばしば基底状

態の秩序に対するゆらぎと解釈することができ
る。例えば、連続対称性が破れた系において現
れる Goldstone modeは、低エネルギーの極限
では、対称性の破れによってある方向に選ばれ
た秩序を別の方向に向けようとするゆらぎの作
用とみなせる。スピンアイスのモノポール励起
にも同様にゆらぎとしての側面が存在する。
チェッカーボード格子を再び考えよう。この

格子上で改めて、スピンを用いた 2-in 2-outの
アイスルールを定義する。すなわち、各 X 正
方形に入るスピンと出るスピンがそれぞれ 2つ
ずつ、という制約を考える [図. 5(a)]。実はこ
の制約は、各 X 正方形の真ん中にサイトを置
き、隣接サイトを接続してできる正方格子上の
6-vertex模型の特別な場合を考えることと等価
である。6-vertex 模型では図 5(b) のような 6

種類のスピン配置に対応する vertex 状態のみ
が許されるとした模型である*8。
さて、その上で、2次元平面のひとつの方向

(仮に y 方向とする) を特別視して、y 方向に
向かうように、各 vertex 状態に矢印を付ける
[図 5(b)] (実線が下向き矢印、破線が上向きの
矢印に対応)。すると、図 5(c)のように、周期

*6 但し、Dy(Ho)2Ti2O7 のような双極子相互作用に由来するス
ピンアイスについてはクーロン的 (∝ −1/r)な引力ポテンシャ
ルが働く事が知られている [20]。

*7 QED の摂動展開の収束性に関連して、このような状況が考察
された [23]。

*8 一般には各 vertex状態に異なる weightを付与した模型を考え
る。

図 5 (a) チェッカーボード格子上でアイスルールを
満たすスピン配置の例。(b) X 正方形におけるスピン
配置と、対応する「矢印」表現。(c) (a)のスピン配置
に対応する矢印表現。(d) (c)の配置からモノポール対
をひとつ生成した図。(e) (d)からモノポールをひとつ
動かす。(f) スピン反転を連続的に行ない、モノポール
を y 方向に一周させて対消滅させた後の配置。

的境界条件のもとではこの矢印に従って、系を
周回するループの数から、winding number w

を定義することができる。図 5(c) の例では上
向きに周回する回数から下向きのそれを差し引
いて、w = 2 − 4 = −2である。この winding

numberはスピン配置の局所的な変化によって
変更を受けない。例えば、Xの入らない正方形
に沿ってスピンを反転するリング交換は矢印の
ついた stringの詳細は変えるものの、winding

number は不変に保つ。この意味で、winding

numberはスピンアイス基底状態のトポロジカ
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ル不変量とみなせ、同じ winding numberをも
つ状態の一群はひとつのトポロジカルセクター
に属するとみなすことができる。
さて、それでは異なるトポロジカルセクター

に属する状態は局所的な操作では結ぶ事ができ
ず、完全に隔離されてしまうのだろうか？実は
トポロジカルセクター間の「抜け道」を作るの
が分数励起としてのモノポール、という捉え方
ができる。図 5(d)のように、ひとつのトポロジ
カルセクターに属する基底状態から出発して、
ひとつのスピンを反転させることにより、モノ
ポール対を励起させる。すると、アイスルール
が部分的に破れるために winding numberを定
義することはできなくなるわけだが、この対励
起させたモノポールを図 5(e)→(f) のように、
系を一周させるように移動させて、対消滅させ
る。すると系は再び基底状態に戻る。ここで、
新しく系がおさまったトポロジカルセクターの
winding numberを見てみると、元の基底状態
からずれた値 (w = 1− 5 = −4)となっている
事が分かる。ひとつのトポロジカルセクターに
落ち込むことをトポロジーによって特徴付けら
れる秩序化と解釈するならば、分数励起は異な
るトポロジカルセクター間を行き来する媒介と
して働き、このトポロジカル秩序に対するゆら
ぎの役割を果たすのである [26]。

3 スピン液体

さて、前節で見たような、様々な特徴をもつ
スピンアイスであるが、これらの性質は古典系
として理解される範囲のものであった。縮退は
一般に、量子効果に対して脆い。スピンアイス
の性質は量子力学的な効果を考えるとどのよう
に変更されるだろう？後半ではスピンアイスへ
の量子効果の考察を通じ、量子スピン液体の性
質の一端を見てみたい。
3.1 スピンアイスの量子効果
スピンアイスに対する最も簡単な量子効果の

例として、sαj を大きさ 1/2 のスピン演算子と
し、隣り合うスピン間に弱い交換相互作用を仮
定したパイロクロア格子上の量子 XXZ模型の

Hamiltonianを考える*9。

H = Jz
∑

⟨i,j⟩

szi s
z
j + J⊥

∑

⟨i,j⟩

(sxi s
x
j + syi s

y
j )

ここで、(Jz > 0)。J⊥ = 0のときは本質的に式
(1)の古典スピンアイスの Hamiltonianに他な
らない。基底状態は巨視的に縮退し、励起状態
はモノポール対で与えられ、有限のエネルギー
ギャップ ∆ = Jz をもつ。ここで、弱く量子摂
動を加え、J⊥ ≪ Jz とすると、T ≪ Jz の温度
領域では励起状態の寄与は無視できて、量子効
果は縮退基底状態に対する摂動として扱うこと
ができるだろう。この場合、最低次の摂動プロ
セスは図 1(c) のように、六角形リングに沿っ
たリング的な交換相互作用となる。

H = Jring
∑

(S+
1 S

−
2 S

+
3 S

−
4 S

+
5 S

−
6 +H.c.).

この摂動 Hamiltonian については、場の理論
による考察や数値計算 [28]、あるいは Rokshar

Kivelson point と呼ばれる厳密解が得られる
ポイントを起点とした解析が行なわれている
[26]。ここでは次節で、少し異なる量子効果を
考慮した模型の解析を紹介しよう。
3.2 Toric code model

スピンアイスのような巨視的に縮退した状態
に対する量子効果を考えるための模型として、
次のHamiltonianで定義される、Toric-code模
型を考える。

H = −λA

∑

s

As − λB

∑

p

Bp. (5)

ここで、大きさ 1/2のスピンが図 6(a)のように
正方格子の各辺の中点に置かれたサイトに定義
されているものとし、正方格子の各頂点 (star:

s)周りの 4つのスピンの積から、As =
∏

i∈s σ
x
i

を、各正方形 (plaquette: p) 周りの 4 つのス
ピンの積から Bp =

∏
i∈p σ

z
i をそれぞれ定義す

る。また、λA,λB > 0である。
さて、まずこの模型はスピンアイスとどの

ように関係するのだろう？仮に λA = 0 とす
ると、Toric code模型は σz

i 演算子だけから定

*9 より現実的な微視的模型の構築については [27]を参照。
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義され、古典的な模型となる。この極限で、基
底状態はどのように記述されるだろうか？演
算子 Bp は ±1 の値を取ることから、全ての
plaquette で Bp = +1 となるスピン配置が存
在すれば、それが基底状態である。そのよう
な状態を実現するには、各 plaquette周りの 4

つの σz
i の積が +1になるような 8配位のいず

れかとなっていれば良い。vertex 模型の表示
を用いると、スピンアイスが 6-vertex 模型に
map されたのに対し、古典極限の Toric code

模型の基底状態は 8-vertex 模型に対応する。
この意味で、スピンアイスの拡張と考える事が
でき、基底状態はやはりマクロな縮退を示す。
6-vertex模型のときのように、下向きスピンを
横切るように線を引くと、各スピン配置に対応
して loop表現が手に入る [図 6(b)]。
3.2.1 基底状態
さて、それでは λA ̸= 0とし、量子効果を考

慮しよう。以下、σz
i を対角とする表示で考え

る。まず、Asは各 plaquette周りのスピンを必
ず偶数個反転する。これと、Pauli演算子の反
交換関係: σx

i σ
z
i = −σz

i σ
x
i から [Bp, As] = 0が

みたされ、Hamiltonian (5)を構成する演算子、
Bp, As は全て互いに可換であることが分かる。
従って、Bp|Ψ⟩ = As|Ψ⟩ = |Ψ⟩ を全ての s, p

について同時にみたす状態 |Ψ⟩があれば、それ
が基底状態になる。
さて、任意個の As の積を要素とする集合を

G としよう。G は可換群をなし、
∑

g∈G g =

As

∑
g∈G gをみたす。今、古典基底状態のひと

つとして、z 方向の強磁性状態 (σz
i = 1 for all

i)を |0⟩とすると、

As

∑

g∈G

g|0⟩ =
∑

g∈G

g|0⟩, (6)

かつ

Bp

∑

g∈G

g|0⟩ =
∑

g∈G

gBp|0⟩ =
∑

g∈G

g|0⟩, (7)

より、Toric code模型の基底状態の波動関数は
|G|を群 Gの要素の数として、

|Ψ0⟩ =
1

|G|1/2
∑

g∈G

g|0⟩, (8)

x

Z

図 6 (a) toric code 模型が定義される格子の図。(b)

スピン配置と loop表現の対応図。(c) スピン反転 (σx
i

の作用)により、対励起が生じた図。(d)矢印に沿って、
×印のサイトに σx

i を作用させて行くと、励起を引き離
して行く事が出来る。(e) 矢印に沿って、系を y方向に
一周して ×印のサイトに σx

i を作用させ励起を対消滅
させる。終状態は始状態と異なる topological sector

に属する。(f) 励起の統計的性質を調べる模式図。

と書け、基底エネルギーは E0 = −N(λA+λB)

となる。(N は系のスピンの数)

3.2.2 基底状態の縮退
さて、式 (8) が基底状態を与えることは分
かったが、これがただひとつの基底状態だろう
か？古典極限における基底状態の巨視的な縮退
が量子効果によって直ちに完全に解けるかどう
かは自明ではない。実は、一般には式 (8)はた
だひとつの基底状態ではない。この事を見るた
めに、x-y の 2方向に周期的境界条件を課した
状況を考え、別の基底状態の構成を試みよう。
図 6(a)で表すように、plaquetteの真ん中を
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通るように系を縦断して一周する loop, Lp,y

に沿って σx
i の積を取った、string operator

Tp,y =
∏

i∈Lp,y
σx
i を考える。Tp,y は As の積

として書くことはできず、群 G の要素として
含まれない。一方、Tp,y は σx の積であるた
め、全ての As と交換し、また、Lp,y は全ての
plaquetteと偶数個のサイトを共有することか
ら、Bp とも可換、すなわち Hamiltonianと交
換する。同様に、starの真ん中を通るように系
を横断して一周する loop, Ls,x に沿って σz

i の
積を取った、string operator Ts,x =

∏
i∈Ls,x

σz
i

を定義すると、

[Ts,x, As] = [Ts,x, Bp] = [Tp,y, As] = [Tp,y, Bp] = 0

をみたす。式 (8) で構成した基底状態は
Ts,x|Ψ0⟩ = |Ψ0⟩ をみたす Ts,x の固有状態と
なっていることに注意する。
さて二つの loop、Lp,y と Ls,x はひとつのサ
イトのみを共有するので、Pauli演算子の反可
換性から、Ts,xTp,y = −Tp,yTs,xである。この関
係は次のようにも表せる。

T−1
s,xT

−1
p,y Ts,xTp,y = −1 (9)

この string operator を用いて構成した状態:

Tp,y|Ψ0⟩ は |Ψ0⟩ とは別の縮退した基底状態と
なる。
まず、Hとの可換性から、

HTp,y|Ψ0⟩ = Tp,yH|Ψ0⟩ = E0Tp,y|Ψ0⟩ (10)

となり、Tp,y|Ψ0⟩は |Ψ0⟩と同じエネルギー E0

をもつ事が分かる。一方で、

Ts,xTp,y|Ψ0⟩ = −Tp,yTs,x|Ψ0⟩ = −Tp,y|Ψ0⟩

である。すなわち、Tp,y|Ψ0⟩ は |Ψ0⟩ とは異な
る Ts,x の固有値をもち、従って、|Ψ0⟩ と異な
る状態であることが分かる。
同様の縮退基底状態の構成が、string opera-

tor Tp,x =
∏

i∈Lp,x
σx
i と Ts,y =

∏
i∈Ls,y

σz
i の組

を用いても可能である。すなわち、

|Ψ0⟩, Tp,y|Ψ0⟩, Tp,x|Ψ0⟩, Tp,yTp,x|Ψ0⟩ (11)

が 4重に縮退した基底状態を与え、Ts,x, Ts,y の
二つの string operatorの固有値 ±1によって、

状態はラベル付けされる。このような Toric

code 模型の基底状態は系の境界条件の選び方
に依存して縮退度を変える。そのような縮退は
トポロジカル縮退と呼ばれる。
3.2.3 励起状態
さて、それでは基底状態の構造が分かったと

ころで、励起状態の様子を見てみよう。4重縮
退した基底状態のひとつ、|Ψ⟩を元に、励起状
態を構成することを試みる。最も簡単に励起
状態を作るには、|Ψ⟩に局所的な摂動を加えて
みれば良い。例えば、σx

i |Ψ⟩という状態を作る
と、サイト iを含む二つの plaquetteでBpの値
が反転して、Bp = −1となる [図 6(c)]。実際、
この状態は H の固有状態となっており、励起
エネルギーは 2λp である。同様に σz

j |Ψ⟩ は励
起エネルギー 2λs の励起状態を与え、この系は
4重縮退した基底状態の上に有限の励起ギャッ
プ ∆E = 2min{λp,λs}をもつ系、ということ
が分かる。
さて、次に有限長の stringに沿って、σx

i の積
を作用させた状態を考える。例えば図 6(d) の
ように string lを定義して、

∏
j∈l σ

x
j |Ψ⟩という

状態を考えると、やはり、励起エネルギー 2λp

の固有状態を与える事が分かる。しかし、今度
は、エネルギー励起の原因であった、反転した
Bpの所在が空間的に離れた位置、string lの両
端に来ている事が分かるだろう。

∏
j∈l σ

x
j の作

用は lに沿って、スピン反転を繰り返すことだ
と思い起こすと、この操作は 2.3節で議論した
モノポール励起を想起させないだろうか。
さらに、string l を長く延ばし、例えば y 方
向に系を一周させて閉じた道を考えよう。道
l が閉じると、両端の励起は対消滅し、系は基
底状態に戻される事になる [図 6(e)]。ここで注
目すべきことは、励起が対消滅した後の終状態
は、出発点の基底状態である |Ψ⟩とは異なる、
という点にある。y 方向に閉じた stringは (連
続変形すると、)前節で operator Tp,y を定義す
るのに用いた loop: Lp,y に他ならず、終状態は
別の基底状態: Tp,y|Ψ⟩ に帰着する。スピンア
イスにおいてモノポール励起が異なるトポロジ
カルセクターを結びつけるゆらぎの役割を果た
したことと同様、Toric code模型の縮退した基
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底状態もまた、対生成された分数励起の対消滅
によって結ばれるのである。
3.2.4 励起状態の統計性
Toric code模型の励起は交換操作に対して、
どのような統計性を示すだろうか？前節で見た
ように、励起状態は σx

i あるいは σz
i をサイトに

作用させることにより、対生成される。σx
i (σ

z
i )

で生成される励起を X粒子 (Z粒子)と呼ぶこ
とにしよう。
今、X粒子を Z粒子の周りに一周させ、どの

ような位相が獲得されるかを見ることにする。
そのためにまず、Z粒子を対生成し、string lz
に沿って、二つの Z 粒子を引き離す。すなわ
ち、基底状態のひとつ、|Ψ⟩ に Tz =

∏
i∈lz σ

z
i

を作用させ、Tz|Ψ⟩という状態を作る。次に X

粒子を対生成させ、Z 粒子の片方を取り囲む
string lxに沿って、X粒子を移動させる。すな
わち、Tx =

∏
i∈lx σ

x
i を作用させ、TxTz|Ψ⟩ と

する [図 6(f)]。
するとこの一周操作は必然的に二つの string

を一点で交叉させる事になり、再び交換関係か
ら factor -1が生じる事になる。ひとつの Z粒
子の周りを X 粒子が回ることにより、波動関
数に位相-1がかかる。一方で、Z粒子同士、あ
るいは X粒子同士の場合には trivialな位相し
か生じない。すなわち、toric code modelの励
起状態は同種粒子については boson 的、異種
粒子については fermion的に振る舞う非自明な
anyon統計に従う事になる。そして、上記の導
出の流れから推察されるように、その非自明な
統計性は式 (9)に通じる、トポロジカル縮退を
産み出す交換関係に端を発しているのである。
3.3 分数量子ホール相との類似点
興味深いことに、前節で示した Toric code模
型の特徴は分数量子ホール状態のいくつかの主
要な性質と対応する。この対応関係を簡単に見
てみよう。分数量子ホール効果とは例えば半導
体界面のような 2次元系に磁場をかけた際、電
子 (キャリア) 数が最低 Landau 準位のちょう
ど ν = 1/m (mは奇数)を占める際に系のホー
ル伝導度が σxy = ν e2

h という値に量子化される
現象である。
電子密度 ν = 1/mに対応する分数量子ホー

ル状態の素励起は単位電荷が m 個に分裂して
できる凖粒子で、νe の有効電荷を持つ。さら
にこの凖粒子は粒子の交換に対して非自明な統
計性を示し、1つの粒子を他方の粒子の周りに
一周させると、波動関数に ei

2π
m の位相因子を

付与する事になる。すなわち、周期的境界条件
下で、3.2.3 節の議論で導入したように、素励
起を対生成した後で系を横断させる operator:

Tx, Ty を用いると、

T−1
y T−1

x TyTx = ei
2π
m (12)

がみたされる。この関係は Toric code 模型の
分数励起の入れ替えと、基底状態の縮退の議
論を思い起こさせる。実際、周期的境界条件を
課した系では、分数量子ホール状態は基底状態
が m 重に縮退することが明らかになっている
[29, 30]。
3.4 量子スピンアイス
最後に Toric code 模型を離れ、スピンアイ

スに素直に量子的な摂動プロセスを追加した
Hamiltonian (5)の性質について簡単に触れて
おこう。この Hamiltonianは J⊥ ≪ Jz の領域
で量子スピン液体相を示すことが場の理論か
らの推論や数値計算の結果として信じられてい
る。このスピン液体相は U(1)スピン液体と呼
ばれ、Toric code模型が示す Z2 スピン液体相
とは異なる性質をもつ。
U(1) スピン液体ではスピンアイスの縮退が

量子効果によって解かれた結果、基底状態は
巨視的な数のスピンアイス状態の重ね合わせ
として表される。Z2 スピン液体との大きな違
いは基底状態の上にエネルギーギャップがな
く、連続的に励起状態が存在する点である。Jz
程度の励起エネルギーを持つ量子モノポール
(electric charge)の他、低エネルギー領域を支
配する 2 種類の励起として、photon と呼ばれ
る gaplessの励起と magnetic chargeと呼ばれ
る gapをもつ励起の存在が予言されている。
量子モノポール (electric charge)と対をなす

励起であるmagnetic chargeの素性については
少し踏み込んだ説明が必要である。まず、量子
的な摂動項のために、スピンの方向は容易軸
からわずかにずれることが許される。この軸
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方向からのずれの角度の自由度を用いて、例
えば六員環に沿った渦を定義することができ
る。六員環の中心を貫いて伸びる渦糸を磁力
線と見立てると、磁力線の途切れる端点には対
応する磁場の charge が存在する事になる。こ
のような構造は一見、「磁力線」の長さに比例
する大きなエネルギーを持ちそうだが、例えば
Hamiltonian (5)に現れるリング交換項は渦の
生成エネルギーコストを持たないので、端点の
みでエネルギーを損する事になる。従って、こ
の構造は張力のないひもで結ばれた「点状の」
励起と考える事ができ、端点に生じる charge

のことをmagnetic chargeと呼ぶのである。
Toric code模型のような扱いやすい可解模型
の基盤をもつ Z2スピン液体と異なり、U(1)ス
ピン液体の理解は理論面においてもまだ心もと
ない。最近、Yb2Ti2O7や Pr2Zr2O7といった、
量子スピンアイスの候補物質において、熱輸送
などを通じて量子モノポールや上記の低エネル
ギー励起を観測する試みがある [31]。まだ、決
定的な実験結果が得られているとは言いがたい
が、磁場に対する特徴的な依存性を見せる熱伝
導度の振る舞いは量子スピン液体の素励起の寄
与を反映したものと解釈することができる。実
験との説得力ある対応関係を樹立するために、
微視的な理論模型に基づいた量子スピン液体の
素励起論の確立が待たれるところである。

4 まとめ

以上、スピンアイスとスピン液体の性質につ
いて概観してきた。量子スピン液体の研究は理
論が先行し、いまだ現実の系でのスピン液体相
の実現はなされていない。しかしながら、最近、
有望な系がいくつも見つかってきたことは喜ば
しいことである。量子スピンアイスの候補物質
である Pr2Zr2O7 や Yb2Ti2O7 については精力
的な研究が行われている。また、Toric code模
型をひとつの極限として実現する Kitaevスピ
ン液体については最近、華々しい研究の進展が
見られる。特に、Li2IrO3や α-RuCl3といった
候補物質が次々と見出され、遠からず、スピン
液体実現の夢がかなうことを強く予感させる。
Kitaev スピン液体については 3 次元で定義さ

れた場合に、loop状の素励起が生じ [32]、それ
に起因する相転移が起こるなどの興味深い予言
[33, 34]もあり、今後の進展が楽しみである。
しかし、スピン液体相が実現したとしてもそ

れを実験的に同定することは容易ではないだ
ろう。スピン液体相はトポロジカル秩序により
特徴付けられるが、トポロジカル秩序を判定す
る非局所量を直接測定することは難しい。トポ
ロジカル秩序に付随する顕著な現象 – 分数量
子ホール状態におけるホール伝導度の分数量子
化、(古典系ではあるが)スピンアイスにおける
pinch point – を観測するのはひとつのやり方
であろう。
一方で、別の道筋として、トポロジカル秩序

そのものは観測できなくても、そのゆらぎであ
る分数励起の性質を通じたスピン液体相の同定
は可能かもしれない。とはいえ、分数励起のダ
イナミクスを理解することは現段階の理論では
不足である。理論的に解析可能な可解模型は多
数の保存量を有するために可解である。しかし
ながら保存量はその定義からダイナミクスをも
たないため、可解模型に基づく動的性質の解析
の妥当性には疑問が残る。分数励起の量子ダイ
ナミクスを正しく記述し、実験的な観測可能量
と比較する方法論の構築がこれからの課題であ
ろう。
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