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概要

本原稿では，近年，産学両面から注目されている新しい計算技術である量子アニー
リングやイジングマシンの基礎と応用について紹介する．これらの計算技術は組合
せ最適化問題（膨大な選択肢から，制約条件を満たし，ベストな選択肢を探索する問
題）に対する高効率解法として期待されている．これらの計算技術は物理学の概念
を取り込んだアルゴリズムを基盤としており，統計力学による理論構築や，ハード
ウェア開発，ソフトウェア開発，アプリケーション探索といった幅広い領域の研究開
発が同時進行で進められている．量子アニーリングやイジングマシン分野の研究は，
物理学と情報科学・情報工学の境界領域分野の研究に位置づけられ，これからますま
す幅広い分野の研究者・技術者の参入が必要不可欠である．

1 導入
近年，組合せ最適化問題に特化した新しい計算技術として量子アニーリングやイ

ジングマシンが注目を集めている．組合せ最適化問題は，「膨大な選択肢のうち，与
えられた制約を満足した上で，コスト関数を最小化する選択肢を探索する」という
問題である．ここで選択肢は組合せ的構造になっていることから，組合せ最適化問
題と呼ばれる（組合せ最適化問題に限らず一般の数理最適化についての新しい教科
書として [1]などが挙げられる）．典型的な組合せ最適化問題の例として，巡回セー
ルスマン問題や人員計画問題などが知られている．組合せ最適化問題は要素の個数
（人員計画問題における人数など）に対して，解の選択肢が指数関数的に増大するこ
とが知られている．これを組合せ爆発と呼ぶ．組合せ最適化問題は，様々な基礎学
術分野だけでなく，多様な産業分野において内在する．量子アニーリングや類似の
概念により動作する関連計算技術であるイジングマシンは，組合せ最適化処理を高
速かつ高精度に実行できると期待されている．
量子アニーリングは 1998年，門脇と西森によって提案された計算技術であり [2,3]，

シミュレーテッドアニーリング [4–6] の類似概念である．シミュレーテッドアニー
リングにおいては，温度（熱ゆらぎ）の概念を擬似的に導入し，徐々に温度を下げて
いくという操作を実行し，最終的に得られる状態を解とする，というアルゴリズムで
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ある．非常にゆっくり温度を下げれば自然に基底状態を得ることができるという物
理学の感覚と適合したアルゴリズムである．実際，シミュレーテッドアニーリング
は，S. Gemanと D. Gemanによる収束定理 [7]などの理論的側面の研究がなされ
ている．シミュレーテッドアニーリングは，実装の容易さから様々なところで利用
されている．それに対し量子アニーリングは，量子ゆらぎの概念を擬似的に導入し，
徐々に量子ゆらぎを弱めていくという操作を実行し，最終的に得られる状態を解と
する，というアルゴリズムである．
世界初の商用量子アニーリングマシンが 2011 年に発表された [8]．当時は，128

個の量子ビットからなる小規模の量子アニーリングマシンであった．門脇，西森に
よる量子アニーリングの提案から商用量子アニーリングマシン登場までの間は，量
子アニーリングの収束定理などの理論的研究 [9]や，モンテカルロ法や平均場近似を
基礎とした数値計算手法による量子アニーリングとシミュレーテッドアニーリング
の解精度比較などの研究がメインであった [10–13]．
量子アニーリングマシンが実現され，量子ゆらぎの導入や量子ゆらぎを徐々に弱

めるという操作を，従来型コンピュータによるシミュレーションではなく実際のマ
シン上で実行することができるようになった．これを契機に，これまでのような理
論研究や従来型コンピュータによるシミュレーション研究に加え，量子アニーリン
グマシンと従来型コンピュータ上で動く従来アルゴリズムの比較などの研究が数多
く世に出るようになってきた [13]．また量子アニーリングマシンの実現を皮切りに，
様々なイジングマシンが開発されてきた [14–20]．
現在，量子アニーリングやイジングマシンが実応用に向かうために必要な三要素

として，ハードウェア開発，ソフトウェア開発，アプリケーション探索が相互に密接
に関係し合いながら研究開発が進められているという状況である．

2 イジングモデルの基礎
イジングモデル (Ising model) は統計力学における基本的なモデルの一つである．

ここではまずイジングモデルを定義し，そのうえで，イジングモデルの統計力学的性
質について紹介していく．

2.1 イジングモデルの定義

無向グラフ G = (V,E) を考える．ここで V は無向グラフ G における頂点集
合，E は無向グラフ G における辺集合を表す．無向グラフの「無向」とは辺に
向きがないことを表す．図 1 に頂点が 4 つの無向グラフ G = (V,E) の例を示
す．図 1 の無向グラフの頂点集合 V は V = {1, 2, 3, 4} であり，辺集合 E は
E = {(1, 2), (1, 3), (2, 3), (3, 4)}である．
イジングモデルは無向グラフ G = (V,E) 上に定義される．無向グラフの頂点に

±1のスピンが配置されている．また局所磁場は無向グラフの頂点上で定義され，相
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図 1 無向グラフ G = (V,E)の例．無向グラフの頂点集合 V は V = {1, 2, 3, 4}であ
り，辺集合 E は E = {(1, 2), (1, 3), (2, 3), (3, 4)}である．

互作用は無向グラフの辺上で定義される．イジングモデルのハミルトニアンは，

H = −
∑
i∈V

hisi −
∑

(i,j)∈E

Ji,jsisj , si ∈ {+1,−1} (∀i ∈ V ). (1)

で与えられる．ここで hi は頂点 iにおける局所磁場，Jij は辺 (i, j)における相互作
用を表す．また，si は頂点 i のスピンを表す．式 (1) の右辺第一項は頂点集合全体
にわたって和を実行し，右辺第二項は辺集合全体にわたって和を実行する．さきほ
ど無向グラフとして例示した図 1上に定義されたイジングモデルを書き下すと，

H =− h1s1 − h2s2 − h3s3 − h4s4

− J1,2s1s2 − J1,3s1s3 − J2,3s2s3 − J3,4s3s4, (2)

s1, s2, s3, s4 ∈ {+1,−1}. (3)

となる．

2.2 イジングモデルの性質

前節でイジングモデルを定義した．続いて，イジングモデルの性質について見て
いこう．

2.2.1 局所磁場と相互作用の意味
まずは，最も簡単な場合として 1 スピン系について考える．この場合は単純に 2

準位系となる．ハミルトニアンは

H = −h1s1, s1 ∈ {+1,−1}. (4)

である．s1 = +1 のときエネルギーは −h1 となり，s1 = −1 のときエネルギーは
h1 となる．h1 > 0のとき s1 = +1が基底状態（エネルギーが最小となる状態）で
あり，h1 < 0のとき s1 = −1が基底状態となる．すなわち，式 (1)で与えられるイ
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表 1 式 (5)のスピンの状態とエネルギーの対応関係．

(s1, s2) エネルギー
(+1,+1) −h1 − h2 − J1,2

(+1,−1) −h1 + h2 + J1,2

(−1,+1) +h1 − h2 + J1,2

(−1,−1) +h1 + h2 − J1,2

ジングモデルにおいて局所磁場はスピンに対する「強制力」として働くとみることが
できる．
次に簡単な場合として 2スピン系について考える．ハミルトニアンは，

H = −h1s1 − h2s2 − J1,2s1s2, s1, s2 ∈ {+1,−1}. (5)

である．このときスピンの状態とエネルギーの対応関係は表 1 のようになる．相互
作用の効果を見るために局所磁場がゼロの場合，すなわち，h1 = h2 = 0の場合につ
いて考える．このとき，J1,2 > 0のとき (s1, s2) = (+1,+1), (−1,−1)，すなわち，
s1 = s2 が基底状態となり，J1,2 < 0のとき (s1, s2) = (+1,−1), (−1,+1)，すなわ
ち，s1 = −s2 が基底状態となる．このことから J1,2 > 0 の場合を強磁性的相互作
用と呼び，J1,2 < 0の場合を反強磁性的相互作用 と呼ぶ．

2.2.2 フラストレーションと基底状態探索の困難
前節では，相互作用の効果を見るために，式 (5)について h1 = h2 = 0なる状況

を考えた．ここでは式 (5)について別の 2つの例について検討する．
まず h1 = 1, h2 = −1, J1,2 = 2の場合について考える．このとき，表 1より基

底状態は (s1, s2) = (+1,+1), (−1,−1)である．これらの状態に共通しているのは，
相互作用 J1,2 に対する安定状態（エネルギーが低い状態）ではあるものの，片方の局
所磁場に対する安定状態ではないということである．このように，全ての相互作用，
全ての局所磁場に対して安定状態ではないという状況をフラストレーションと呼ぶ．
次に，h1 = 2, h2 = −2, J1,2 = 1 の場合について考える．このとき，表 1 より

基底状態は (s1, s2) = (+1,−1)である．この状態もフラストレーションが生じてい
る．なぜなら，両方の局所磁場に対する安定状態ではあるものの，相互作用に対する
安定状態ではないからである．
フラストレーションは局所磁場がない場合も生じうる．そのことについて考える

ために，3個のスピンからなる以下のイジングモデルを考える．

H = −J1,2s1s2 − J2,3s2s3 − J3,1s3s1, s1, s2, s3 ∈ {+1,−1}. (6)

これについて J1,2 = J2,3 = J3,1 = J < 0 とした場合を考える．このとき基
底状態は (s1, s2, s3) = (+1,+1,−1), (+1,−1,+1), (−1,+1,+1), (−1,−1,+1),
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(−1,+1,−1), (+1,−1,−1) である．これらすべての状態について，相互作用のい
ずれか一つに対して安定状態ではないことが確認できる．
フラストレーションがない場合は，基底状態を簡単に構成することが可能である．

フラストレーションがない場合は，全ての局所磁場，全ての相互作用に対して安定状
態となっているため，1つずつ順番に（逐次的に）スピンの状態を決めていけば基底
状態を構成することが可能であるからである．一方，フラストレーションがある場
合には，一般に，基底状態を構成することが困難である．量子アニーリングやイジン
グマシンで基底状態を探索しようとするイジングモデルは一般にフラストレーショ
ンがある．

3 イジングマシンにおける内部アルゴリズム
様々なグループによって開発されているイジングマシンはそれぞれ固有のアルゴ

リズムに基づき，基底状態探索を行う．ここではその中でも基本となる 2 つのアル
ゴリズムについて見ていく．

3.1 シミュレーテッドアニーリングの動作原理

式 (1) で与えられるイジングモデルについて考える．シミュレーテッドアニーリ
ングでは以下のアルゴリズムに従い，スピンの状態を更新する．
Step 1 式 (1)のスピン {si}をランダムに設定する．
Step 2 初期温度 T0 として，十分高い温度を設定する．
Step 3 スピンをランダムに選択する．
Step 4 設定した規則に基づき定義される確率によって，Step 3 で選択されたスピ

ンをフリップするかどうか決める．ここで「設定した規則」としてよく用いら
れる方法として，熱浴法やメトロポリス法が挙げられる．

Step 5 Step 3と Step 4を平均的に全てのスピンを 1回ずつ行う．
Step 6 温度を下げ，Step 3 に戻る．十分に温度が下がったとき，スピンの状態を

見る．
これによりシミュレーテッドアニーリングが実現される．

3.2 量子アニーリングの動作原理

量子アニーリングにおいては，組合せ最適化問題を表現するイジングモデルに対
し，量子ゆらぎを導入し，その量子ゆらぎを徐々に弱めるという操作を行う．シミュ
レーテッドアニーリングが組合せ最適化問題を表現するイジングモデルに対し，温
度（熱ゆらぎ）を導入し，その温度を徐々に下げる（熱ゆらぎを徐々に弱める）こと
と類似の関係にあるといえる．
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量子ゆらぎを導入するために，パウリ行列と呼ばれる以下の行列を定義する．

σx =

(
0 1
1 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
． (7)

式 (1)のスピン変数 si をパウリ行列 σz で置き換えるという操作を行う．すなわち，

Hc = −
∑
i∈V

hiσ
z
i −

∑
(ij)∈E

Jijσ
z
i σ

z
j . (8)

とする．これは σz が対角行列となる基底を取っていることに相当する．ここで Hc

を古典ハミルトニアンと呼び，2N × 2N の対角行列である．対角行列の各成分は
式 (1) の値に対応する．σz の固有値 +1, −1 に対応する固有ベクトルはそれぞれ(

1

0

)
，

(
0

1

)
である．式 (1) の基底状態に対応する固有ベクトルが式 (8) の基

底状態となる．
次に，量子ゆらぎを表すハミルトニアンを導入する．量子ゆらぎはHc と非可換な

ハミルトニアンとして導入する．現存の量子アニーリングマシンでは

Hq = −
N∑
i=1

σx
i . (9)

で与えられるタイプの量子ゆらぎを用いている．ここで Hq を量子ハミルトニアン
と呼ぶことにする．最近は新たな量子アニーリングマシンの開発 [21,22]や，理論的
な観点から，上で挙げたタイプとは異なる量子ゆらぎを用いた量子アニーリングの
性能に対する考察も進められている [23–27]．
量子アニーリングの動作は以下のような時間に依存するハミルトニアンで表現さ

れる．

H(t) = A(t)Hc +B(t)Hq, 0 ≤ t ≤ τ. (10)

ただしここで t は時刻を表し，τ はアニーリング時間と呼ばれる．A(t) は t = 0 で
0であり，t = τ で有限の正の値を取る単調増加関数であり，B(t)は t = 0で有限の
正の値を取り，t = τ で 0となる単調減少関数である．すなわち，t = 0で量子ハミ
ルトニアンHq であり，t = τ で，解きたい組合せ最適化問題を表現する古典ハミル
トニアンHc に移行する．
初期状態を t = 0 のハミルトニアンの基底状態，すなわち Hq の基底状態として

用意する．σz の固有値 +1 に属する固有ベクトルを |↑〉 :=
(

1

0

)
，固有値 −1 に

属する固有ベクトルを |↓〉 :=
(

0

1

)
と書くことにする．ここで以下で |→〉を定義

する：

|→〉 := 1√
2
(|↑〉+ |↓〉) . (11)
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これは σx の固有値 +1 に属する固有ベクトルである．|→〉 を用いて Hq の基底状
態は，

|→→ · · · →〉 := |→〉 ⊗ |→〉 ⊗ · · · ⊗ |→〉 . (12)

と表すことができる．
初期状態を Hq の基底状態 |→→ · · · →〉とし，ハミルトニアンを時間とともに変

化させる．量子力学によれば，状態はシュレディンガー方程式：

i�
d

dt
|Ψ(t)〉 = H(t) |Ψ(t)〉 , (13)

|Ψ(0)〉 = |→→ · · · →〉 . (14)

に従って時間発展する．ただしここで �はプランク定数と呼ばれる定数である．
我々の目的は組合せ最適化問題を処理することであり，t = τ のハミルトニアン

Hc の基底状態を求めることが目的である．量子アニーリングでは，t = 0のハミル
トニアン Hq の基底状態を初期状態とし，量子力学に従って時間発展させることを
考える．そのため仮に，各時刻のハミルトニアンH(t)の基底状態を連続的に（断熱
的に）たどることができれば，確実に t = τ のハミルトニアンHc の基底状態を得る
ことができる．t = 0のハミルトニアンHq は実験的に用意しやすい形を取る必要が
あり，式 (9)はその状況を満たす．
このような理想的状況，すなわち，各時刻のハミルトニアンH(t)の基底状態を連

続的に（断熱的に）たどるための条件として，断熱条件が知られている．断熱条件は，

max
∣∣∣〈Ψ1(t)| dH(t)

dt
|Ψ0(t)〉

∣∣∣
minΔE(t)2

� 1. (15)

で与えられる．ただしここで |Ψ0(t)〉 及び |Ψ1(t)〉 はそれぞれ H(t) の最小固有値
E0(t) 及び二番目に小さい固有値 E1(t) に対応する固有ベクトルである．また，
ΔE(t) := E1(t)− E0(t)である．
上では理想的状況について述べたが，この状況は絶対零度，孤立量子系において成

立するものである．一方，実際の量子アニーリングマシンは外部環境との相互作用が
あるため，孤立量子系ではない．また有限温度下で動作するものであることに注意
が必要である．実際の量子アニーリングマシンを使って，温度効果及びアニーリン
グ時間と基底状態占有確率の関係を網羅的に調査した結果が報告されている [28]．

4 組合せ最適化問題とイジングモデル
本章では，イジングモデルないしは QUBO(Quadratic Unconstrained Binary

Optimization：制約なし二値変数二次最適化) で典型的な組合せ最適化問題を表現
することをみていく．詳細な例は，文献 [29]や webサイト [30, 31]に掲載されてい
るので，そちらも参照されたい．以下では，文献 [32]に基づいて解説する．
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4.1 組合せ最適化問題

まず，組合せ最適化問題について簡単に紹介する．組合せ最適化問題は，組合せ的
な構造を持つ N 個の決定変数 x ∈ Z

N，目的関数 f (x)，制約条件から成る．組合
せ最適化問題は，制約条件を満足する解のうち，目的関数 f (x)を最小にする決定変
数の組 x∗ を求めよ，という問題である．
本原稿では，制約条件が等式あるいは不等式で表される場合について考える．数

式で表現すると，

x∗ = argminxf(x), (16){
g�(x) = 0, (� = 1, · · · , L),
hm(x) ≤ 0, (m = 1, · · · ,M).

(17)

となる．

4.2 イジングモデルと QUBO

バイナリ変数 xi ∈ {0, 1}を用いて，QUBOは以下の式で与えられる．

H =
∑

1≤i≤j≤N

Qijxixj , xi ∈ {0, 1}. (18)

ただしここでバイナリ変数は N 個あるとする．また，xi ∈ {0, 1} であることから
x2
i = xi となるため，

H =

N∑
i=1

aixi +
∑

1≤i≤j≤N

bijxixj . (19)

と書くこともできる．イジングモデルにおけるスピン変数が {+1,−1} であり，
QUBOにおけるバイナリ変数が {0, 1}であることから，スピン変数とバイナリ変数
の変換は相互に可能であり，式 (1)で表現されるイジングモデルと，式 (19)で表現
される QUBOとは等価であることがわかる．

4.3 イジングモデルや QUBO による組合せ最適化問題の定
式化

組合せ最適化問題をイジングモデルや QUBOで表現する際，以下の 3つの分類に
基づいて検討するのがよい．

• 制約条件が無い場合
• 等式で表現できる制約条件がある場合
• 不等式で表現できる制約条件がある場合

以下ではこれら 3つについて紹介する．
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4.3.1 制約条件が無い場合
制約条件が無い組合せ最適化問題の例として，以下で与えられる数分割問題を考

えよう．N 個の自然数の集合 S = {n1, n2, · · · , nN} が与えられ，これを互いに素
な（つまり，共通要素を持たない）2つの部分集合 S1, S2 に分割する際，それぞれ
の部分集合に属する自然数の和の差が最小になるような分割方法を見つけよ，とい
う問題である．すなわち，目的関数：∣∣∣∣∣∣

∑
ni∈S1

ni −
∑

ni∈S2

ni

∣∣∣∣∣∣ . (20)

が小さくなるような互いに素な 2つの部分集合 S1, S2（ただし，S1 ∩ S2 = ∅）を見
つけよ，という問題である．
これをイジングモデルを用いて表現することを考える．整数 ni ∈ S を S1 に属さ
せる場合 si = +1 とし，S2 に属させる場合 si = −1 とする．このようにスピン変
数 {si}を導入し，以下のハミルトニアンを考える．

H =

(
N∑
i=1

nisi

)2

. (21)

式 (20)で与えられる目的関数が最小となるとき，式 (21)も最小となる．式 (21)は
数分割問題を表現するイジングモデルのハミルトニアンであることが確認できた．

4.3.2 等式で表現される制約条件が存在する場合
イジングマシンを用いて組合せ最適化問題を処理する際，等式で表現される制約

条件が存在する場合があり，これは大きく分けて二通りある．第一に，もともとの組
合せ最適化問題に課された等式で表現される制約条件が存在する場合がある．第二
に，イジングマシンを使用するため，整数値を複数のバイナリ変数で表現することに
起因する等式で表現される制約条件が存在する場合がある．以下，2つの場合につい
て見ていく．
まずはじめに，等式で表現される制約条件が存在する組合せ最適化問題の例とし

て，以下で与えられるグラフ分割問題を考えよう．グラフ G = (V,E) を考える．
ここで V と E はグラフ G の頂点集合，辺集合である．いま，頂点数 G の頂点数
|V | が偶数と仮定する．このとき，互いに素な 2 つの部分グラフ G1 = (V1, E1),

G2 = (V2, E2)に分割する際，|V1| = |V2|の条件のもと（つまり，2つの部分グラフ
の頂点数は等しい），2つの部分グラフをつなぐ辺の本数を最小にする分割方法を見
つけよ，という問題である．
2 つの部分グラフをつなぐ辺の本数をイジングモデルで表現するために，以下の

ようにスピン変数を導入する．頂点 i が部分グラフ G1 に属するとき，すなわち，
i ∈ G1 のとき，si = +1 とする．一方で，頂点 i が部分グラフ G2 に属するとき，
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すなわち，i ∈ G2 のとき，si = −1とする．このようにスピン変数を導入すると，2

つの部分グラフをつなぐ辺の本数は，

Hcost =
∑

(i,j)∈E

1− sisj
2

. (22)

と表される．頂点 iと頂点 j が同じ部分グラフに属するとき，式 (22)の (1−sisj)/2

は 0となる．一方，異なる部分グラフに属するときこれは 1となる．
次に，制約条件 |V1| = |V2|をイジングモデルで表現すると，

Hconstraint =

(∑
i∈V

si

)2

. (23)

となる．実際，|V1| = |V2|のとき，式 (23)の右辺は 0となり最小値をとる．この定
式化のポイントは，制約条件を満たすとき，イジングモデルの基底状態となるように
イジングモデルを設計するという点である．
目的関数（2つの部分グラフをつなぐ辺の本数）と制約条件（|V1| = |V2|）のイジ

ングモデルを用いて，この問題のイジングモデルは

H = Hcost + μHconstraint =
∑

(i,j)∈E

1− sisj
2

+ μ

(∑
i∈V

si

)2

. (24)

となることがわかる．ただしここで μ はハイパーパラメータである．制約条件を満
たす解が式 (24)で表現されるイジングモデルの基底状態となるためには，ハイパー
パラメータ μの下限値 μ∗ が存在する．
次に，イジングマシンを使用するため，整数値を複数のバイナリ変数で表現するこ

とに起因する等式で表現される制約条件が存在する場合について見てみよう．典型
的な問題として，巡回セールスマン問題を考える．巡回セールスマン問題はグラフ
G = (V,E)上で定義される問題である．簡単のため，Gは無向グラフと仮定し，ま
た全結合グラフであると仮定しよう．全結合グラフとは，任意の頂点から別の任意
の頂点への辺が存在するグラフである．
巡回セールスマン問題ではグラフ Gにおける頂点を場所と見立て，辺を道と見立

てることにより，以下のように定義される．全ての場所を 1度ずつ訪問し，全ての場
所を訪問したのち最初の場所に戻るという条件のもと，総経路長を最も短くする場
所の訪問の仕方を見つけよ，という問題である．場所 iと場所 j の距離を �i,j とし，
t番目に訪問する場所を v(t)と表すことにすると，総経路長は

L =

N∑
t=1

�v(t),v(t+1), v(N + 1) = v(1), (25)

v(i) �= v(j), ∀i �= j. (26)

と表現される．ただし，N は場所数である (N = |V |)．
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これを QUBO を用いて表現することを考える．バイナリ変数を xi,t ∈ {0, 1} と
設定する (1 ≤ i, t ≤ N)．ただしここで，t番目に場所 iを訪問することを xi,t = 1

と表す．このとき，総経路長 Lを QUBOの Hamiltonianとして表すと，

Hcost =
N∑
t=1

N∑
j=1

N∑
i=1

�i,jxi,txi,t+1, xi,N+1 = xi,1 ∀i. (27)

となる．ただし，以下の制約条件を満足する必要がある．

N∑
i=1

xi,t = 1, ∀t, (28)

N∑
t=1

xi,t = 1, ∀i. (29)

式 (28)は，各ステップ tにおいて 1箇所の場所にいることを表し，式 (29)は，各場
所に 1 回ずつ訪問することを表す．グラフ分割問題を考えたときと同様，これらの
制約条件を満たすときにエネルギーが低くなるようなハミルトニアンを設計すれば
よい．すなわち，

Hconstraint−1 =

N∑
t=1

(
N∑
i=1

xi,t − 1

)2

, (30)

Hconstraint−2 =

N∑
i=1

(
N∑
t=1

xi,t − 1

)2

. (31)

とすれば，これらが最小エネルギー 0のとき，式 (28)，(29)を満足する．
したがって，巡回セールスマン問題の QUBO表現は，

H = Hcost + μ1Hconstraint−1 + μ2Hconstraint−2 (32)

=

N∑
t=1

N∑
j=1

N∑
i=1

�i,jxi,txi,t+1

+ μ1

N∑
t=1

(
N∑
i=1

xi,t − 1

)2

+ μ2

N∑
i=1

(
N∑
t=1

xi,t − 1

)2

. (33)

となる．ここで μ1 ならびに μ2 はハイパーパラメータである．グラフ分割問題と同
様，これらのハイパーパラメータには下限値が存在する．

4.3.3 不等式で表現される制約条件がある場合
イジングマシンを用いて組合せ最適化問題を処理する際，不等式で表現される制約

条件が存在する場合がある．不等式等式で表現される制約条件が存在する組合せ最
適化問題の例として，以下で与えられるナップサック問題を考えよう．ナップサッ
ク問題においては，N 個のアイテムがあり，それぞれのアイテムには価値と重さが
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定義されている．また，重さW まで詰め込めるナップサックが定義されている．こ
のとき，ナップサックの重さ制約を満たし，かつ，価値が最大となるようなアイテム
の選び方はどうなるか，を探索するのがナップサック問題である．ここで，アイテム
iの価値を pi，重さを wi とする．
これを QUBOを用いて表すことを考える．バイナリ変数を xi ∈ {0, 1}と設定す

る (1 ≤ i ≤ N)．ただしここでアイテム iをナップサックに入れる場合を xi = 1と
表す．このとき，ナップサックに入れるアイテムの総価値 P と総重みW はそれぞれ

P =

N∑
i=1

pixi, (34)

W =

N∑
i=1

wixi. (35)

と表される．イジングマシンを用いる際には「最小化問題」として定式化する必要が
ある．そのため，

Hcost = −
N∑
i=1

pixi. (36)

として，ナップサックの目的関数を QUBOで表現することができる．次に，不等式
で表現される制約条件，すなわち，W ≤ W を QUBOを用いて表現することを考え
よう．いま，yj ∈ {0, 1} (1 ≤ j ≤ W) なるバイナリ変数を導入する．これを用いる
ことで，W ≤ W を満たすときに最小値 0を取る QUBOを構成することができる．

Hconstraint =

(
1−

W∑
j=1

yj

)2

+

( W∑
j=1

jyj −
N∑
i=1

wixi

)2

. (37)

以上より，ナップサック問題の QUBO表現は，

H = Hcost + μHconstraint (38)

= −
N∑
i=1

pixi + μ

(
1−

W∑
j=1

yj

)2

+

( W∑
j=1

jyj −
N∑
i=1

wixi

)2

. (39)

となる．

5 イジングマシンを用いた応用探索事例紹介
本章では，量子アニーリングマシンやイジングマシンの応用探索がどのように進

められているかについて紹介する．これらの応用探索の主領域は大きく分けて 3 つ
あり，組合せ最適化問題，機械学習，物理・化学モデルシミュレーションである．
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5.1 組合せ最適化問題における応用探索事例

4章では，各種の組合せ最適化問題の目的関数並びに制約条件をイジングモデルや
QUBOで表現することを見てきた．ここで述べた知見を用いて，様々な組合せ最適
化問題についてのイジングマシン応用探索が進められている．具体的な例として，イ
ジングマシンの応用探索が行われ始めた時期に報告されたポートフォリオ最適化に
対するイジングマシン適用に関する研究について見ていく．
ポートフォリオとは，株や債券などの資産に対する資産配分のことである．経済

学者Markowitzによる平均・分散モデル [33]を皮切りに，資産配分比率を決定する
ポートフォリオ選択モデルの研究が行われている [34]．資産配分を行う場合，なる
べく期待収益が高く，なるべくリスクが低くなるように行いたい．その際，期待収益
とリスクのトレードオフを考慮して最適なポートフォリオを選択する必要がある．
Markowitzは資産 i(1 ≤ i ≤ n，ただしここで nは投資対象資産数)の期待収益を

過去の収益 Ri の平均 E(Ri)，リスクを過去の収益の分散 V (Ri)という簡潔な指標
で表現した．これらの指標のトレードオフを考慮して投資家の効用を最大化するよ
うに各資産への資産配分 w = (w1, · · · , wn)（ただしここで wi(1 ≤ i ≤ n）は非負
整数）を決定する問題は，資産の合計を K，投資家のリスク選好を表すパラメータ
を γ として以下の指標を最大化するような問題として定義できる：

maximize Ew(R)− γ

2
Vw(R) subject to

n∑
i=1

wi = K,

Ew(R) =

n∑
i=1

wiE(Ri),

Vw(R) =

n∑
i=1

n∑
j=1

wiwjC(Ri, Rj).

(40)

ただしここで C(Ri, Rj) は資産 i, j の収益率の共分散である．実際の資産運用で
の投資単位や取引コストに関する制約条件を考慮し，かつ資産数が多い場合にはこ
の問題は最適解を得ることが難しい．
このようなポートフォリオ選択問題に対して，Rosenbergら [35]は量子アニーリ

ングを用いる方法を提案している．一般に量子アニーリングで解を得るためには問
題形式を QUBOとして表現する必要がある．そのため式 (40)における整数変数を
2値変数へ変換する必要があり，また，制約条件を QUBOを用いて表現しなければ
ならない．整数変数 w を 2 値変数で表すための 1 つの方法は，例えば D 次元の 2

値ベクトルを xとして，以下のように表現することである：

w =

D∑
d=1

2d−1xd. (41)

また，制約条件については制約条件を違反することに対する，以下のようなペナル
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ティ関数を作成する．

P (w) =

(
n∑

i=1

wi −K

)2

. (42)

これらを用いて，式 (40)は以下の QUBOで表現できる：

x∗ = argmax
x

{
Ew(R)− γ

2
Vw(R)− μP (w)

}
.

ここで μ は正の実数である．これは制約条件を違反しないようにするためのハイ
パーパラメータであり，4章で紹介した制約条件を取り扱うときに出てくるものであ
る．また，文献 [32]は上で述べた平均・分散モデルを広告配信の選択での効用最大
化に応用しており，広告配信にて安定的に収益を得ることのできる可能性を示して
いる．
他にも組合せ最適化問題に対するイジングマシンの応用探索として，渋滞回避を

目指した経路探索問題に対する取り組み [36] や，工場内の無人搬送車の経路最適
化 [37]，矩形パッキング問題 [38], スロット配置問題 [39], 誘導部分グラフ同型問
題 [40], アミューズメントパーク経路最適化 [41]などが挙げられる．

5.2 機械学習における応用探索事例

機械学習に対するイジングマシン適用可能性についても進められている．機械学
習において何らかの関数を最大化あるいは最小化する部分について，イジングモデル
や QUBOで置き換えることによりイジングマシンの適用を図るというものである．
機械学習は「学習」と「推論」からなり，それぞれに対するイジングマシンの適用

について以下で述べる．

5.2.1 機械学習の「学習」部分に対する適用
機械学習の「学習」部分に対する適用の草分け的研究として，QBoostについて紹

介する．QBoostは Nevenらによって提案されたアンサンブル機械学習の方法であ
る [42]．アンサンブル機械学習とは，精度の低い学習器（弱学習器）を複数組み合わせ
て精度の高い学習器（強学習器）を作ることを指す．ここで，入力 x ∈ R

M に対する
弱学習器 i(1 ≤ i ≤ N)の出力を hi(x) ∈ {−1, 1}とする．また，弱学習器 iの使用
の有無を表現するバイナリ変数wi ∈ {0, 1}を導入し，H(x) = sign(

∑N
i=1 wihi(x))

で与えられる学習器を生成することを考える．できるだけ少ない弱学習器を用いて
より良い性能を得るためにはどの弱学習器を選択すべきかを考える．
正しい入出力の組，すなわち教師データとして，(xs, ys) を用意する．ただし

s = 1, · · · , S であり，入力は xs，出力は ys である．この教師データを再現するよ
うに {wi}Ni=1 を決定する．つまり，学習データに対する二乗誤差と正則化項の線形
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和で与えられる以下のハミルトニアンを最小化する問題とみなすことができる．

H(w) =

S∑
s=1

(
1

N

N∑
i=1

wihi(xs)− ys

)2

+ λ||w||0 (43)

ただしここで ||w||0 は w の L0 ノルムであり，wi ∈ {0, 1} であることから，
||w||0 =

∑N
i=1 wi と表せる．また λ は正則化項の強さを決めるパラメータである．

L0 ノルムは従来の最適化手法で効率的に取り扱うことが難しかったが，上の式は
QUBOの形式になっていることから，量子アニーリングマシンで処理することが可
能である．
他にも機械学習の「学習」部分に対する適用を検討した例として，非負二値行列因

子分解について，量子アニーリングマシンを用いた研究結果についても報告されて
いる [43]．

5.2.2 機械学習の「推論」部分に対する適用
次に，機械学習の「推論」部分に対するイジングマシンの適用事例として，マテ

リアルズインフォマティクスにおけるブラックボックス最適化に対するデモンスト
レーション研究について紹介する [44]．マテリアルズインフォマティクスにおいて
は，機械学習を駆使することにより，所望の性能を持つ材料の探索を高速化すること
を目的とした研究が数多くなされている．論文 [44]では，マテリアルズインフォマ
ティクスのある問題に対して，イジングマシンの適用可能性が検討されている．波
長選択性を持つ熱放射物質をマイクロメートルオーダーの非均一構造を持つメタマ
テリアルで設計することを目的とし，どのような構造の場合により効率の良い熱放
射物質となるかを高速に探索する新しい方法を提案した．
数値計算による材料探索におけるボトルネックは大きく分けて二種類ある．第一

に，構造を特定した場合においても，単一のシミュレーション自体に長い時間を要し
てしまう場合，第二に，単一のシミュレーション自体はそれほど長い時間を要しない
が，構造のバリエーションが非常に多いため，全ての構造についてシミュレーション
を実行し，目的とする性能を持つ物質を探索するという戦略を取ると，総時間として
長い時間を要してしまう場合に分類することができる．第一の場合については，シ
ミュレーション方法自体を工夫する必要がある．一方で第二の場合については，既
存シミュレーション方法自体はそのまま用い，入力する構造を機械学習により適切
に選ぶことで，目的とする物質を探索するために要する総計算時間を短縮するとい
う方法を取ることができる．本研究はこの第二の場合について検討しており，既存
シミュレーション方法はそのまま用いて，入力する構造だけを量子アニーリングで
選択するというスキームのため，プログラムを大幅に書き換える必要がないという
実用的な利点がある．
手続きとしては以下の通りである．第一に，ランダムに構造を生成し，それぞれ

についてシミュレーションを実行する．ただしここで構造は 0-1 変数の組 {xi}Ni=1

で表現できるとする．生成した構造を入力とし，シミュレーションから得られた
物性値を y(x) とする．予測モデルとして，以下の式で定義される Factorization
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machine [45]を使う：

y(x) =

N∑
i=1

wixi +

N∑
i=1

N∑
j=1

K∑
k=1

vikvjkxixj . (44)

あらかじめ事前準備として，全通りの構造組み合わせ数に比べて十分小さい S 個の構
造についてシミュレーションを行い，上記の Factorization machineを学習する．こ
こで論文 [44]では，wi や vik を得るために Adam(Adaptive moment estimation)

を用いた．次のようにして，これらのパラメータ wi や vik を用いることで QUBO

が生成できる．

H(x) =

N∑
i=1

N∑
j=1

Qijxixj , xi = {0, 1}, (45)

{
Qij =

∑K
k=1 vikvjk (i �= j)

Qii = wi

(46)

これを量子アニーリングマシンで処理することにより，準最適な構造 {xi}Ni=1 が出
力される．量子アニーリングマシンから出力された新たな構造について，更にシミュ
レーションを実行し，先ほどと同様，Factorization machineを学習し直し，次の構
造選択に利用する．これにより，従来の機械学習手法を用いた方法より短時間で，よ
り効率の良い熱放射物質の構造を発見することが可能になった．

5.3 物理・化学モデルシミュレーションにおける応用探索事例

物質シミュレーションへの適用が挙げられる．これについては，現在の量子アニー
リングマシンで取り扱うことが可能なハミルトニアンを用いた量子化学計算 [46, 47]

や，ランダムイジングモデルのシミュレーション（スピングラス相転移）の観測 [48]

や，トポロジカル相転移である Berezinskii–Kosterlitz–Thouless転移 (BKT転移)

の観測 [49]，フラストレーション系のシミュレーション [50]など，様々な研究が進
んでいる．

5.4 補足

以上，本稿では，量子アニーリングの計算処理方法の概要，組合せ最適化問題にお
ける応用探索，機械学習における応用探索について紹介した．紙数の関係から，量子
アニーリングの応用探索事例を網羅的に紹介するには至らなかった．様々な応用探
索事例については，D-Wave ユーザカンファレンスでの講演動画が掲載されている
webサイト [51]を参照されたい．
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6 ソフトウェア開発環境
組合せ最適化問題をイジングマシンで処理する際には，様々な工程を経る必要が

ある．これらの工程に多くの手間を掛けなければならないという状況では，イジン
グマシンに対する参入障壁が高くなってしまい，結果としてイジングマシン分野の
発展が促進されなくなってしまう．5章で述べたような様々な応用探索事例が出てき
ている中，ソフトウェア開発環境の構築の重要性は高まってきている．最近，オープ
ンソースソフトウェアあるいは研究用途においては無料で利用できるソフトウェア
開発環境がいくつか世に出ている．ここではそのいくつかについて紹介したい．
まず，量子アニーリングマシンを開発している D-Wave Systemsによる D-Wave

Ocean SDK について見ていく．web サイト [52, 53] などに詳細な解説が記載され
ているが，D-Wave Ocean SDKは，量子アニーリングマシン D-Waveを利用する
ためのソフトウェアがまとめられている開発キットである．Pythonでコーディング
することができ，

pip install dwave-ocean-sdk

でインストール可能である．イジングモデルやQUBOを所定の形式で記載すること
で，簡単に量子アニーリングマシン D-Waveで問題を処理することが可能になる．
webサイト [52]でも紹介されている PyQUBOと呼ばれるオープンソースソフト

ウェアも有用である．PyQUBOはイジングモデルや QUBOの係数行列を表現する
ことを容易にするソフトウェアである [32, 54, 55]．他にも PyQUBOには，制約条
件を満たしているかをチェックする機能，整数・バイナリ変数の各種変換機能，論理
変数の使用機能，量子アニーリングマシン D-Wave以外の各種イジングマシンとの
接続機能などが含まれている．これも Pythonでコーディングすることができ，

pip install pyqubo

でインストール可能である．
また，イジングモデルや QUBOのヒューリスティック最適化ライブラリとして提

供されている代表的なものの一つにオープンソースソフトウェア OpenJijが挙げら
れる [56]．量子アニーリングマシンやイジングマシンで組合せ最適化問題を処理し
ている様々な先行研究において行われているベンチマーキングの際に用いる指標に
ついての取り扱いが容易である．また，Graphics Processing Unit（GPU）を用い
たシミュレーションも可能であるという点も特徴として挙げられる．これも Python

でコーディングすることができ，
pip install openjij

でインストール可能である．
最近，量子アニーリングクラウドとして Fixstars Amplify が公開された [57]．3

章で，様々なグループによって開発されているイジングマシンはそれぞれ異なる内
部アルゴリズムで動作していることを述べた．そのため，それぞれのマシンのポテ
ンシャルを引き出すチューニング方法はそれぞれのマシンで異なる．マシン間の違
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いを可能な限り吸収し，ユーザが本来行いたかったソフトウェア開発に専念するミ
ドルウェアとして開発された．これも Pythonでコーディングすることができ，

pip install amplify

でインストール可能である．
以上見てきたように，現在，様々なソフトウェア開発環境が構築されつつある．こ

れによりこれからますますより多くの分野・業種におけるイジングマシンの適用が
進むと期待される．

7 まとめ
本原稿では，組合せ最適化問題に対する新しい計算技術である量子アニーリング

やイジングマシンの基礎並びに応用事例を紹介した．量子アニーリングマシンやイ
ジングマシンが次々に開発，改善されている現在においてもなお，解決すべき課題は
山積している．より優れた量子アニーリングマシンやイジングマシンを開発する下
支えとなる理論研究は現在も活発に進められており，また現在ある量子アニーリン
グマシンやイジングマシンのポテンシャルを引き出す使い方を提案する研究も盛ん
である．また，応用探索の研究についてもまだまだ発展途上である．物理学と情報
科学ならびに情報工学の交差点に位置づけられるこの分野へ，様々なバックグラウ
ンドを持つ研究者や技術者の参入が待ち望まれている．
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