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1 はじめに

世話人の方から、「動的平均場理論をも取り上げながら『多体効果の最前線』」というお題をいただいた。この講義ノー

トでは私の知識の及ぶ範囲で「最前線」の理論について解説したいと思う。多体効果の理論はどうしても数式が多く技

術的な話が中心になりがちであるが、本稿では理論が必要となる背景や物理的なアイデアを中心に解説するように努め

た。ただし、単なるお話に留まることを避けるため、一部の理論に関しては導出を付録にまとめた。なるべく省略せず

に書いたので、詳細が知りたい読者は参考にしてほしい。

ちなみに私は 2009年に開催された重い電子系若手秋の学校でも講師を担当した。その時の題目は「重い電子系の近藤

効果と磁気秩序」で、テキストも残っている [1]。本稿はそのテキストとなるべく重複のないようにしている。特に、強

相関電子系を理解する上で必要不可欠な近藤効果についてはここでは解説しない。これについては上述のテキストとそ

こで引用されている文献を参考にしてほしい。

本稿は以下のように構成される。次の節ではまず、なぜ多体効果を考慮する必要があるのかを私なりの視点から述べ

たい。多体効果の（数値）計算は込み入ったものが多いが、そこまでして難解な計算に取り組むことの動機付けを行う。

第 3節では、強相関模型を平均場近似や極限によって理解できるところまでを解説し、多体効果の必要性を再確認する。

そこまで準備が整ったら、いよいよ多体効果を扱う理論に進む。第 4節で、強相関系において重要となる動的な局所相

関効果を扱うための動的平均場理論について述べる。数値計算を用いた計算例についても紹介する。次に、動的平均場

理論とは対極にある空間揺らぎを扱う理論を第 5節で紹介する。これは主に超伝導を目的とした理論である。第 6節で、

動的平均場理論と空間揺らぎを統合する最近の理論について解説する。そこで紹介する理論は発展途上であり、解決す

べき課題が多く残っている。それについて第 7節で議論し、まとめとする。

2 多体効果の最前線

2.1 電子相関による局在状態

強相関電子系の面白さは「中間領域」にあると思う。物理では極限を考えて、そこからのズレとして定性的に、時に

は定量的に理解するのが常套手段である。ところが、異なる電子状態を持つ 2つの極限の中間領域において、しばしば

両極限とは異なる新しい電子状態が出現する。例えば、磁性の量子臨界点は磁気秩序と常磁性状態の「中間領域」であ

るが、そこでは低温で発達した磁気揺らぎが別の揺らぎを誘起し、非従来型の超伝導などの相転移を引き起こす。電子

の局在状態も非自明な中間領域を生み出す要因である。通常、固体中の電子は波数を良い量子数とした遍歴電子として

表されるが、強相関電子系では原子に局在した状態が良い出発点となる場合がある。電子の遍歴状態と局在状態の中間

領域では、波でもなく粒子でもない状態にあり、多彩な量子状態が実現する舞台となる。

強相関電子系に分類されるのは、Feや Cuなどの遷移金属元素を含む d電子系化合物と Ceや Uなどの希土類・アク

チナイド元素を含む f 電子系化合物であるが、両者で少々事情が異なる。それぞれ順に見ていこう。図 1(a)に典型的な

d電子系の相図を示す。縦軸は温度、横軸は電子間クーロン斥力 U である。弱相関領域は金属であるが、U ≥ Ucにおい

て磁気秩序が起こる（反強磁性とする）。この秩序相は強相関領域までつながっている。常磁性相の電子状態に注目する

と、弱相関領域は通常の金属であり、一方、強相関領域はモット絶縁体である。モット絶縁体はバンド理論では説明で

きない、電子相関による局在状態と解釈される。モット絶縁体は弱相関の金属状態とは繋がらないので、仮に反強磁性

相を無視して考えると、電子状態が不連続に変化するモット転移が期待される 1。このときの U の大きさ UMIはバンド

幅W 程度と考えるのが妥当であろう。有名な銅酸化物高温超伝導体は U ∼ UMIに位置すると考えられている。したがっ

て、遍歴と局在の中間領域にあり、それが微小ドープ領域における特異な電子状態と関連していると考えられている。

1モット絶縁体状態は多くの化合物で見られるが、モット転移の例は少ない。それは、実際の化合物では、図 1(a) の相図のように低温において反
強磁性秩序などの対称性の破れが起こり、弱相関と強相関が連続的に変化できるようになるためである。常磁性状態におけるモット転移の典型例とし
ては V2O3 がよく挙げられる [2]。
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図 1: 強相関電子系化合物の相図と電子状態の概念図。電子状態は常磁性状態のものを描いてある。(a) d電子系の場合

で横軸はクーロン斥力 U。点線は反強磁性相がないと仮定したときに期待されるモット転移。(b) f 電子系の場合で横軸

は圧力。V/U と読み換える。

図 1(b)は典型的な f 電子系化合物の相図である。横軸は多くの実験と対応させて圧力としている。圧力は、f 電子と

伝導電子の混成効果を V として、V/U に対応すると考える。したがって、この図の横軸は図 1(a)のそれとは反転してい

ることに注意されたい。高圧領域（弱相関領域）は常磁性金属状態である。f バンドだけでなく、希土類以外の構成元素

の p電子や d電子を主成分として持つ伝導バンドもフェルミ面に顔を出す点が d電子系化合物との違いである。低圧ま

たは負圧領域（強相関領域）では、f 電子が局在磁性として振る舞う。これはいわば電子相関による「f 電子のモット絶

縁体」状態である。ただし、伝導バンドがあるので金属状態のままである。この局在領域では、f 電子がフェルミ面から

消失し、Ce化合物（4f1電子配置）の電子状態が La化合物（4f0電子配置）のそれと類似したものになる。また、全領

域で金属状態であるため、U（または圧力）の変化に対してモット転移のような不連続は存在せずに連続的に変化する 2。

中間領域において実現する両極限の性質を併せ持った状態が重い電子状態である。その電子状態の一粒子励起スペクト

ルは、電子の遍歴状態に相当する低エネルギーのコヒーレント部分と局在状態に相当する高エネルギーのインコヒーレ

ント部分の両方を同時に持っている。前者が伝導に寄与をし、後者が局在磁性を担う。このようにスペクトルが遍歴と

局在の両方の性質を併せ持った 3ピーク構造を示すのが強相関電子系の特徴である。

強相関系の理論計算では、弱相関の遍歴状態から強相関の局在状態までを包括的に扱う必要がある。これに関しては、

動的平均場理論とその自己無撞着方程式を解く数値計算手法の発展により、ほぼ道具が出揃っていると言ってよい。多

体効果に関する最近の研究課題は、強相関系特有のスペクトルの 3ピーク構造は前提として、その状態で起こる磁性や

超伝導をどのように記述するかという問題である。

2.2 重い電子超伝導の面白さと難しさ：局所相関と空間揺らぎ

f 電子系化合物における超伝導はCeCu2Si2の発見 [3]以来、数多く見出されている（これまで見つかっている重い電子

系超伝導体が文献 [4]で分類されている）。ここで一例を挙げると、U化合物でいくつか見つかっている強磁性超伝導 [5]

や反転対称性のない系における超伝導 [6]がある。超伝導はそれ自体、多くの研究者を魅了する現象であるが、重い電子

系で起こる超伝導の特別な魅力はなにか。これについては人それぞれだと思うが、私なりの考えを述べたい。

ひとつめは非従来型超伝導の舞台であること。一般に、f 電子間の強いクーロン斥力のために等方的な超伝導ギャップ

を持つ s波超伝導は不利である。そのため、d波対称性がスピン一重項電子対の中で「最低次」の対称性となる。ふたつ

めは、超伝導が磁性と強く相関していること。重い電子系化合物で見つかっている多くの超伝導相が磁性相の近くに存

在していること、あるいは超伝導と磁性が共存していることがその証拠である。斥力から引力を作り出すような、狭い

意味での BCS理論とは異なるメカニズムによって電子対が形成されていると考えられている。最後に理論的な立場から

の興味として、重い電子超伝導が 2つの種類の中間領域にある点が挙げられる。すなわち、f 電子系において超伝導が

観測されている領域は、磁気秩序と常磁性状態の中間領域（量子臨界点近傍）であり、遍歴状態と局在状態の中間領域

2磁性相を無視して考えると、基底状態では f 電子は必ず遍歴的である。これは、伝導電子との混成効果によって、U がどれだけ大きくても低エ
ネルギー励起が可能なためである（近藤効果）。ただし、そのエネルギースケール T ∗ が U の増加と共に指数関数的に小さくなるため、強相関領域で
は T = 0 を除いて実質的に局在状態とみなせる。T ∗ における変化は連続的である。

127

物性研究・電子版　Vol. 6, No. 1, 061205 （2016年11月・2017年2月合併号）《講義ノート》



図 2: 強相関電子系に関連した各種理論の関係。文献 [7]より。

でもある（図 1(b)）。そのため、準粒子のエネルギースケールが小さく、様々な揺らぎが拮抗しているために多彩な超伝

導状態が実現していると思われる。これはまた、理論的に扱う際の難しさでもあり、それ故に重い電子超伝導は理論的

に挑戦的な課題であり続けている。これに関する最近の進展は本稿の後半で紹介する。

2.3 第一原理計算における多体効果

フェルミ面は「金属の顔」と言われるように、エネルギーバンド構造が化合物の個性を決定する。しかし、バンド理

論は一体問題に基づいたものなので、強相関化合物の個性を議論するにはそれだけでは不十分である。例えば、一粒子

励起スペクトル 3 は多体効果によってブロードになっている（ただし、フェルミ面は存在する）し、図 1にあるような

スペクトルの 3ピーク構造やモットギャップはもちろんバンド理論では再現できない。また、電子状態の温度変化も多体

効果を考慮して初めて議論できる。

多体効果の理論研究では、化合物の詳細を極力そぎ落とした低エネルギーの有効模型を扱うのが一般的である。それ

は、注目する現象に本質的な要素のみを取り出して議論をするというのが物理の基本的な考え方だからである。一方、最

近では化合物の詳細をなるべく取り入れたまま多体効果を考慮し、化合物の個性を議論するという、言ってみれば化学

的な方向の研究も盛んになっている。

この方向での各種理論を図 2にまとめた。DFT+DMFT法 4と呼ばれる枠組みは、動的平均場理論（DMFT）を用い

て局所相関効果（局所自己エネルギー Σloc(ω)）を考慮することによって、電子構造計算（DFT）の適用範囲をモット絶

縁体を含む強相関化合物へと拡張するものである [8–10]。またそれとは別に、化合物のエネルギーバンド構造を取り入

れた揺らぎ χ(ω, q)の計算（ここでは DFT+RPA法と呼ぶ）も盛んである。特に、d電子系の超伝導の研究では標準的

になっていると言ってよい。それは、超伝導の性質がフェルミ面の構造に大きく依存するため、個々の化合物における

超伝導を議論するにはバンドの詳細が必須となるためである。この方法は f 電子系の多極子秩序にも応用され始めてい

る [11]。DFT+DMFT法と DFT+RPA法は、それぞれ一粒子相関（自己エネルギー）と二粒子相関（揺らぎ）を扱う

という点で別々の目的を持っている。将来的にはそれらの理論は統合されるべきであろう。

本稿では、モデル計算の範囲で DMFTや RPAなどの各種理論とそれらを統合する最近の取り組みを紹介する。第一

原理計算への応用に関しては、私の力不足から本稿で解説することはしない。興味のある読者は、上に挙げた文献や日

本語の解説記事 [12]を参照してほしい。

3 強相関模型と平均場近似

この節では、強相関電子系の模型の簡単な近似や極限を考えることによって、前節の概念図 1の外堀を埋めていく。

3エネルギーバンドは、厳密に言えば、一体問題の場合にしか定義できない。多体効果がある場合には、一粒子励起スペクトルと呼ぶのが正しい。
4DFT は密度汎関数理論の略である。ほとんどの第一原理計算は DFT に基づいているので、象徴的にこのように書くことが多い。あるいは、も

う少し限定的に LDA+DMFT 法（LDA は局所密度近似の略）と呼ばれることもあるが、基本的には同じものを指している。

128

物性研究・電子版　Vol. 6, No. 1, 061205 （2016年11月・2017年2月合併号）《講義ノート》



-8

-6

-4

-2

 0

 2

 4

 6

M X Γ R X Γ M R

E
n
er

g
y
 [

eV
]

-8

-6

-4

-2

 0

 2

 4

 6

E
n
er

g
y
 [

eV
]

DOS [arb. unit]

total
V 3d
O 2p
Sr 4d

図 3: ペロブスカイト構造を持つ化合物 SrVO3のエネルギーバンド分散（左）と状態密度（右）。LDAによる計算。フェ

ルミ準位 EF = 0付近の 3つのバンドは Vの 3d-t2g 軌道、フェルミ準位以下の 9つのバンドは Oの 2p軌道である。

3.1 d電子系：ハバード模型

遷移金属を含む d電子系化合物では、多くの場合、d電子がフェルミ準位近くのエネルギーバンドを構成する。例とし

て、ペロブスカイト構造をもつ化合物 SrVO3のエネルギーバンド構造と状態密度を図 3に示す。フェルミ面を構成する

バンドは Vの 3d-t2g 軌道を主成分として持つ 3つのバンドである。V4+の電子配置は 3d1なので、このバンドに電子が

1つ（バンド 1/2個分）詰まっている。フェルミ準位以下の占有側にOの 2pバンドが、非占有側に Vの 3d-egバンドが

あり、それらはフェルミ準位から 1eV ≈ 104K以上離れている。そこで、フェルミ準位近傍にある dバンド（この場合は

t2g バンド）のみを取り出して他のバンドを無視するのが室温以下の低温物性を考える上で良い出発点となるであろう。

そこに電子間のクーロン相互作用を加えた模型がハバード模型である。エネルギーバンドを記述するハミルトニアンは

強束縛近似による表示を用いて

H0 =
∑
ij,αβ

tij,αβc
†
iαcjβ =

∑
kλ

ϵkλ
c†
kλ

ckλ
(1)

と表される。ここで、i, jは格子点のインデックス、α, βはスピンと軌道を含む局所自由度を表すインデックスで、λは

バンドのインデックスである。tij,αβ は跳び移り積分であり、軌道量子数は格子全体では保存量でないために、α, βに関

して非対角要素を持つ。

電子間のクーロン斥力は金属中では遮蔽効果によりスクリーンされて短距離力（湯川型）になるので、第一近似とし

て同一原子上の電子間にのみ作用すると考える。簡単のため軌道自由度は無視すると、ハバード模型のハミルトニアン

は化学ポテンシャル µも含めて

HHubbard =
∑
kσ

(ϵk − µ)c†
kσ

ckσ
+ U

∑
i

ni↑ni↓ (2)

と表される。ここで、niσ = c†iσciσ および ciσ = (1/
√
N)

∑
k ckσe

ik·ri である。このハミルトニアンは、第 1項が波数

表示、第 2項が実空間表示で書かれているため、同時対角化できないという点が本質的である。別の言葉でいえば、遍

歴的性質と局在的性質をどうやって繋ぐかという問題である。

本稿では特に断りのない限り、軌道自由度を省略してスピン自由度のみを明記する。多体論の枠組みは軌道自由度の有

無でほとんど変わらない（物理はもちろん変わる）。軌道自由度を考慮する場合には、各種物理量を軌道の添え字を持っ

た行列と見て、数式を行列演算として解釈しなおせばほとんどの場合はそのまま適用できる。

ここで、後の議論のために一粒子グリーン関数G(ω,k)を導入しておこう。いきなりではあるが、グリーン関数は以下

のように定義される：

G(ω,k) =
1

ω+ + µ− ϵk − Σ(ω,k)
(3)

129

物性研究・電子版　Vol. 6, No. 1, 061205 （2016年11月・2017年2月合併号）《講義ノート》



-6

-4

-2

 0

 2

 4

E
n
er

g
y
 [

eV
]

DOS [arb. unit]

total
Ce 4f
Ce 5d
Ru 5d
Si 3p

-6

-4

-2

 0

 2

 4

Z Γ X Z Γ N P X

E
n
er

g
y
 [

eV
]

図 4: CeRu2Si2のエネルギーバンド分散（左）と状態密度（右）。文献 [13]を参考に LDAで計算。フェルミ準位EF = 0

より上にある 7つの平坦なバンドが Ceの 4f バンド、それらを除く−5eVから+2eV程度の間にあるバンドが Ruの 5d

バンドである。

ここで、ω+ = ω + i0である 5。Σ(ω,k)は自己エネルギー（複素数）で、相互作用 U の効果は全てここに含まれる。グ

リーン関数の虚部は角度分解光電子分光（と逆光電子分光）で観測することのできる一粒子励起スペクトル A(k, ω) =

−(1/π)ImG(ω,k)を与える。例えば、U = 0の場合を考えてΣ(ω,k)を落とすと、公式 1/(ω+−ϵ) = P/(ω−ϵ)−iπδ(ω−ϵ)

（P は主値の意味）から A(k, ω) = δ(ω+ µ− ϵk)が得られ、エネルギー分散 ω = ϵk − µを描くことができる。U ̸= 0の

場合には、Σ(ω,k)が有限の値を持ち、その実部はエネルギーシフトを、虚部はスペクトルの幅、すなわち励起状態の寿

命を与える。多体効果を考慮して Σ(ω,k)を計算することが理論の目標である。

3.2 f 電子系：周期アンダーソン模型

希土類やアクチナイドなどの f 電子系化合物の電子状態は d電子系化合物と比べて複雑であり、ほとんどの場合、フェ

ルミ面が複数ある。例として、重い電子状態を示す非磁性化合物 CeRu2Si2 のエネルギーバンドと状態密度を図 4に示

す。LDAによる計算であるため、多体効果は考慮されていないことに注意されたい。この計算は図 1(b)の相図上の高

圧領域に対応する。フェルミ準位近傍の非占有側、1eV以下にある 7つの平坦なバンドが Ceの 4f バンドである。Ce3+

の電子配置は 4f1なので、このバンドに電子が 1つだけ詰まっている計算である。4f バンドのエネルギー幅が 0.1eV程

度以下である点に注目してほしい。これは、4f 軌道が局在性を強く持つことを意味する。−5eVから +2eV程度の範囲

にあるバンドが Ruの 4dバンドである。このように、f 電子系化合物の電子状態はバンド幅の狭い 4f バンドと幅の広

い伝導バンド（この場合は 5d電子由来）によって構成される。この状況を極力簡単化したものが以下のハミルトニアン

で与えられる周期アンダーソン模型である：

HPAM =
∑
kσ

[
(ϵk − µ)c†

kσ
ckσ

+ (ϵf − µ)f†
kσ

fkσ
+ Vkf

†
kσ

ckσ
+ V ∗

kc
†
kσ

fkσ

]
+ U

∑
i

nf
i↑n

f
i↓ (4)

ckσ
が伝導電子を fkσ

が f 電子を表す。簡単のため、軌道縮退は無視している。この模型は磁性不純物の近藤効果に関

連して研究されたアンダーソン模型の周期系への拡張になっており、多くの f 電子系化合物において高温で近藤効果が

観測されていることと整合している。

まず、相互作用の無い極限 U = 0を考えよう。このとき、ハミルトニアンは cと f に関する 2次形式になり、混成 Vk
が非対角要素を与える。これを対角化すると図 5(a)のような混成バンドが得られ、4f 準位 ϵf の周りにエネルギーギャッ

プ（混成ギャップと呼ばれる）が形成される。実際には、f バンドの分散や軌道縮退、また複数の伝導バンドの存在など

のために、エネルギーギャップができることは少なく、状態密度は図 5(b)のようなピーク構造になる。図 4のバンド構
5このように微小な虚部を加えたのは、すぐ後で見るように、虚部をとってスペクトル関数を計算する際にあいまいさのないようにするためである。

また、実際の計算では、ω の代わりに純虚数の松原振動数 iωn を引数とした松原グリーン関数を使って計算をし、最後に iωn → ω+ と解析接続する
ことが多い。
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(a) (b)

図 5: U = 0の周期アンダーソン模型におけるエネルギーバンド分散と状態密度の概略図。(a)絶縁体あるいは近藤絶縁

体の場合。点線は混成がない場合のバンド分散を表す。(b)ギャップが開かない金属の場合。

造もこの場合に該当する。U ̸= 0になると、フェルミ準位の近傍にある 4f 電子の状態密度の大部分がフェルミ準位から

離れた領域に移動する 6。これを理解することが本稿の目的のひとつである。

ここで、図 5(a)のように理想的な混成ギャップが形成された場合を考えよう。多体効果を考慮すると、エネルギーギャッ

プの大きさ∆gapは U = 0のそれよりも小さくなる。こうしてくり込まれて小さくなった∆gapが 10K～100K程度であ

るとしよう。このとき、T < ∆gap では通常の絶縁体であるが、T ≳ ∆gap では混成バンドを構成する準粒子のブロード

ニングが顕著になり、エネルギーギャップが埋まってしまう（詳細は第 4節で議論する）。このように、高温では金属的

に振る舞い、低温でのみ絶縁体的に振る舞う物質は近藤絶縁体あるいは近藤半導体と呼ばれる。SmB6や YbB12などが

近藤絶縁体に分類される。

余談になるが、SmB6は初めてのトポロジカル近藤絶縁体として近年再注目を集めている [14]。この物質が盛んに研究

されていた当初から、ある温度以下で絶縁体的に振る舞う電気抵抗が、さらに低温の数 K以下で一定値に落ち着く様子

が観測されていたが [15]、当時はその起源として不純物準位や Smの価数が不均一（特に表面において）になっている

などの理由が考えられていた。この絶縁体状態における微小な電気伝導がトポロジカル絶縁体の金属的な端状態に起因

している可能性が強まってきている。なお、トポロジカル絶縁体の物理は基本的に一体問題であり、これが電子相関の

強い近藤絶縁体に適用できるのは、上にも述べた通り、近藤絶縁体のエネルギーギャップが基本的に U = 0の極限で理

解可能なためである（U は高温でギャップを壊す役割をする）。

3.3 原子極限

クーロン斥力 U の影響を見るために原子極限を考えよう。これはハバード模型では ϵk = 0, アンダーソン模型では

Vk = 0である。どちらの模型で考えても本質は同じであるが、ここではハバード模型について考える。周期アンダーソ

ン模型の場合には、以下の議論において µを µ− ϵf で置き換えればよい。

原子極限では各格子点が独立なので、ひとつの格子点のみに注目すると、固有状態は 4つ |0⟩, | ↑⟩, | ↓⟩, | ↑↓⟩ である。
エネルギーはそれぞれ E0 = 0, E↑ = −µ, E↓ = −µ, E↑↓ = −2µ + U で与えられる。これらの状態間の一粒子励起を考

える。スピン σの電子を付け加えるのに必要なエネルギーは逆向きスピン（−σと表す）の電子がいるかいないかに依存

し、いない場合は Eσ −E0 = −µ，いる場合は E↑↓ −E−σ = −µ+U である（図 6(a)）。それぞれの状況が選ばれる確率

を重みとして考慮すると、一粒子グリーン関数が

Gatom
σ (ω) =

1− ⟨n−σ⟩
ω+ + µ

+
⟨n−σ⟩

ω+ + µ− U
(5)

と求まる 7。この式からスペクトル Aσ(ω) = −(1/π)ImGσ(ω)を求めると、図 6(b)のように U だけ離れた 2つのデルタ

関数が得られる。なお、電子の占有数が 1になるように 0 < µ < U の領域を想定している。ここで考えた原子極限は二体

問題であるが、逆向きスピンの占有状態に応じて一粒子励起のエネルギーが変化する点は相関効果の本質を表している。

N 粒子系では、注目する電子のエネルギーが残りの N − 1個の電子の状態に応じて変化する。これが多体効果である。

6これは、7 つのバンドの内の 6 つがシフトするという意味ではなく、全てのバンドの重みの内の大部分が高エネルギーに移動する。このことは、
軌道縮退を無視した周期アンダーソン模型においても、この「重みの再配分」が起こることから理解できる。

7これを導出するにはグリーン関数のスペクトル表示（レーマン表示）を用いるのが便利である。
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図 6: 原子極限におけるエネルギー準位（左）と励起スペクトル（右）。スペクトルは実際にはデルタ関数であるが、分

かり易いように幅をつけて書いてある。

モット絶縁体はこの原子極限と繋がる局在状態として理解される。なお、モット絶縁体状態ではスピン自由度が残っ

ているので、反強磁性秩序等によりスピンのエントロピーを消失しない限り基底状態にはなれないことに注意されたい。

また、f 電子系における局在状態も同様に原子極限によって理解することができる。このように、強相関領域における局

在状態自体は原子極限から理解できるが、そこから U を減少させたときに実現するモット転移や重い電子状態を理解す

るには多体効果を真面目に考慮しなければならない。

3.4 フェルミ液体

低エネルギーの一粒子励起が十分長い寿命を持つとき、それを「粒子」として定義できる。これを準粒子と呼ぶ。準

粒子描像に基づくフェルミ液体論は元々は現象論であったが、有名な AGDの教科書 [16]でグリーン関数を用いて微視

的な基礎付けがなされた。それ以降、準粒子描像は一部の例外を除き様々な模型で成り立つことが確かめられ、現在で

は低温の一般的な性質として考えられている。例えば、磁性の量子臨界点の性質を説明する SCR理論 [17]も準粒子描像

の範囲内である。以下で、グリーン関数を用いた準粒子描像についてまとめておこう。

準粒子の存在は自己エネルギー Σ(ω,k) の虚部によって定量化される。具体的には、ImΣ(ω,k) が低エネルギーで

ImΣ(ω,k) ∝ ω2 の依存性を持つとき、準粒子描像が適用できると考える。このとき、グリーン関数の表式（(3)式）に

おいて、実部 ReΣ(ω,k)を ωに関して展開してO(ω2)の項を無視すると、低エネルギーで成り立つグリーン関数の表式

として

G(ω,k) ≈
zk

ω + µ̃− ϵ̃k
(6)

が得られる。ここで、zkは zk = [1−∂ReΣ(ω,k)/∂ω]−1で定義されるくり込み因子（または準粒子重み）で、スペクトル

全体の中で準粒子として記述される部分の割合を表す（k依存性はあまり重要ではないので、以下では zkを単に zと書く）。

これをコヒーレント部分と呼び、残りの 1−zをインコヒーレント部分と呼ぶ。分母の量は ϵ̃k− µ̃ ≡ z[ϵk−µ+ReΣ(0,k)]

で定義され、相互作用によるエネルギー分散と化学ポテンシャルのくり込み効果を表す。比熱等によって定義される有

効質量m∗ はくり込み因子とm∗/m0 ≈ 1/zの関係があり、強相関になるほど zは小さくなる 8。つまり、強相関領域で

は、スペクトル全体の内のほんの一部分が大きな寄与をすることになる。

図 7は f 電子系におけるフェルミ液体論によるアプローチの概念図である。フェルミ液体論は、U の影響が相対的に

小さい高圧領域を出発点としている。圧力が小さくなるほど強相関になり、それに伴ってコヒーレント部分の割合 z は

小さくなる。このとき、ϵ̃k で与えられる準粒子バンドの幅は狭くなるが、フェルミ面の構造はそれほど変化しないこと

が期待される。それは、ラッティンジャーの定理によって、波数空間におけるフェルミ面の囲む体積の総和が相互作用

の影響を受けないためである。つまり、フェルミ面の囲む体積は相互作用の有無に対して保存量になっている。この制

約があるために、多体効果を考慮していない LDAのバンド計算でも、重い電子状態を基底状態として持つ Ce化合物の

フェルミ面をある程度再現できていると考えられる。ただし、準粒子描像が成り立つ温度領域（T ≲ T ∗）は強相関にな

るほど狭くなっていく。

8自己エネルギーの実部と虚部はクラマース・クロニッヒの関係で結びついているので、ImΣ(ω,k)の立ち上がりが急なほど、つまり準粒子として
記述できるエネルギー領域が小さいほど、ReΣ(ω,k) の傾きが急になり z が小さくなる。
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図 7: フェルミ液体論によるアプローチの概念図。破線はフェルミ液体論で到達可能な限界の目安を表す。

超伝導などの相転移は準粒子間の相互作用を考慮に入れることによって議論される。準粒子間相互作用は二粒子グリー

ン関数の既約バーテックス（第 4.5節や第 6.2節を参照）の低エネルギー極限 Γirr(k,k′; q)によって与えられる。バーテッ

クスは摂動展開において、必ず z2Γirrの形で現れるので、相互作用も一粒子励起と同様にくり込まれて小さくなる [16]。

この残留相互作用によって、重い電子超伝導のような、準粒子状態における対称性の破れが引き起こされると考えられ

ている。

やや繰り返しになるが、超伝導の議論においてしばしば用いられている弱相関の摂動論では、スペクトルのインコヒー

レント部分が再現できないため、局在的なスピン揺らぎは考慮されていないことに注意する。つまり、T > T ∗の局在状

態は弱相関理論の適用外であるのはもちろんであるが、T < T ∗においても局在的なスピン揺らぎが及ぼす準粒子への影

響等は取り込まれていない。インコヒーレント部分を含むスペクトル全体を再現し、さらに局在状態までをも包括的に

扱うことが次節で述べる動的平均場理論の目的である。

4 動的平均場理論

この節では動的平均場理論の概観を述べ、後半で応用例を紹介する。方程式の導出は付録 Aにまとめた。動的平均場

理論は様々な見方や導出ができるので、本稿以外にも複数の文献を読むことをお勧めする。Georgesらによる有名な総

説 [18]の他に、日本語で書かれた入門的な文章として文献 [19,20]を挙げておく。

4.1 局所相関

非相互作用極限と原子極限をつなぐ理論を構築したいという問題設定を考えよう。これは電子の遍歴状態と局在状態

の中間領域を記述する理論を作る問題と言ってもよい。そこで、原子極限のグリーン関数をもう一度見てみる。(5)式の

グリーン関数を Gatom
σ (ω) = 1/(ω+ + µ− Σatom

σ (ω))の形に整理すると、自己エネルギーが

Σatom
σ (ω) = U⟨n−σ⟩+

U2⟨n−σ⟩(1− ⟨n−σ⟩)
ω+ + µ− U(1− ⟨n−σ⟩)

(7)

と求まる。この自己エネルギーから、どのようにモットギャップが記述されるかを確認しよう。簡単のため、電子・正孔

対称の場合を考え、µ = U/2, ⟨nσ⟩ = 1/2とする。これを (7)に代入するとΣatom
σ (ω) = U/2+U2/(4ω+)となる。第 1項

は µと打ち消し合い、第 2項がモットギャップを作る。このように、モットギャップはフェルミ準位上にある自己エネル

ギーの極（発散）によって記述される。物理的には、励起状態の寿命がゼロ、あるいは無限大に強い散乱と解釈される。

この原子極限で得られた自己エネルギーをそのまま格子系の自己エネルギーとして用いる近似はハバード I近似と呼

ばれる。この近似でのグリーン関数を書き下しておくと

GHubbard−I(ω,k) =
1

ω+ + µ− ϵk − Σatom
σ (ω)

(8)

である。ハーフフィリングではGHubbard−I(ω,k) = 1/(ω+ − ϵk − U2/ω+)となる。このときのスペクトル A(k, ω)と状

態密度が図 8に示してある。ハバード I近似が妥当な強相関領域 U > W を想定している。上部および下部ハバードバン

ドはそれぞれ 1/2の重みである。このスペクトルはバンド描像からは決して得られないことに注意してほしい。バンド
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図 8: ハバード I近似によるエネルギーバンド（左）と励起スペクトル（右）。点線は相互作用がない場合（Σ = 0）に対

応。実線は重み 1/2、点線は重み 1である。

理論では、どれだけ複雑なバンド構造であっても各波数におけるバンドの数はかならず軌道の数と一致する（つまりす

べてのバンドの重みが 1）。軌道自由度を無視したハバード模型ではバンドは 1つ（図 8の点線）、周期アンダーソン模

型では 2つ（図 5(a)）である。図 8のようなスペクトル強度の振動数方向への分割は相関効果を考慮して初めて得られ

る。以上のことから、インコヒーレント部分を含むスペクトルを得るためには、最低限、自己エネルギーの振動数依存

性を考慮する必要があることが分かる。

4.2 有効不純物模型

ここまで議論してきたように、自己エネルギーの ω依存性と k依存性の内、ハバードバンドの形成に重要なのは ω依

存性のほうである。そこで、思い切って自己エネルギーの波数依存性を無視する近似を考えよう：

Σ(ω,k) → Σloc(ω) (9)

これは局所近似と呼ばれる。この近似の下での最適な自己エネルギーを決定する処方箋を与えるのが動的平均場理論で

ある。動的平均場理論におけるグリーン関数は

GDMFT(ω,k) =
1

ω + µ− ϵk − Σloc(ω)
(10)

と表される。このグリーン関数は非相互作用極限（Σloc = 0）と原子極限（Σloc(ω) = Σatom(ω)）の両極限を含んでいる

ことに注目してほしい。このことから、両極限の間を内挿できそうである。また、有効質量のくり込み効果は自己エネ

ルギーの ω微分から得られる（第 3.4節）ことから、準粒子の記述も期待できる。

動的平均場理論では格子模型を有効的な 1 サイト模型に射影して解く。これをイジング模型の平均場近似との類推

によって理解しよう。イジング模型の平均場近似では、非局所相互作用 Iσiσj の効果を有効的な磁場、すなわち平均場

heff ∝ I⟨σi⟩によって考慮した。これにより多体問題が 1スピン問題に帰着し、解析的に解くことができるようになった。

この過程を図 9(a)のように表現する。

さて、ハバード模型において非局所性（波数依存性）を生み出すのは電子の跳び移り tijc
†
iσcjσ である。グリーン関数

で言えば、GDMFT(ω,k)の表式（(10)式）にある ϵk がそれに対応する。この効果を有効場で置き換えることを考えよ

う。このとき、イジング模型の場合のような静的な平均場ではなく動的な場∆(ω)を考える。つまり、正確な書き方では

ないが、∆(ω)eiωtc†iσciσ のような振動するポテンシャルで運動エネルギー項の代わりをさせる。すると、各サイトが独立

に、動的ポテンシャル中に存在する模型に置き換わる（図 9(b)の左から中への変化）。同様のことをグリーン関数に対

して行うと、GDMFT(ω,k)の表式中の ϵk を∆(ω)で置き換えて、ωだけを引数として持つ局所グリーン関数

g(ω) =
1

ω + µ−∆(ω)− Σloc(ω)
(11)

が得られる。こうして複雑な格子模型が有効的な 1サイト模型に置き換えられたが、動的ポテンシャル ∆(ω)があるた

めにその解は非自明である（∆(ω) = 0のときは原子極限なので、解は自明 Σloc(ω) = Σatom(ω)である）。ただ、元の格

子模型よりは遙かに簡単になっており、数値計算を駆使すれば解くことができる。具体的手順の詳細は後ほど述べるが、

(11)式から自己エネルギー Σloc(ω)を除いたもの g0(ω) = 1/[ω+µ−∆(ω)]を“非相互作用”グリーン関数とみなし、相
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動的平均場
混成

bath

静的平均場

(a) イジング模型の（静的）平均場近似

(b) ハバード模型の動的平均場近似

図 9: (a) イジング模型の（静的）平均場近似と (b) 動的平均場近似における有効模型への射影の概念図。左図は元の格子

模型、中央の図は有効場（静的平均場 heff または動的平均場∆(ω)）の中の 1サイト模型を表す。右下は∆(ω)を “bath”

との混成によって表した不純物アンダーソン模型。

互作用 U の効果を考慮して Σloc(ω)を計算する。これを (10)式に戻せば、局所的な相関効果が完全に取り込まれた、元

の格子系のグリーン関数が得られる。なお、ここまでの手順において、仮に∆(ω) = 0とすると、この枠組みはハバード

I近似に帰着する。∆(ω)を考慮している点が本質的な違いで、これによって注目するサイト以外のサイト上での多体効

果を考慮している。最適な∆(ω)を決定する条件については後ほど述べる。

(11)式の局所グリーン関数についてもう少し考えよう。これは近藤効果に関連して議論された不純物アンダーソン模

型のグリーン関数に他ならない。実際にハミルトニアンを書き下すには、演算子 alσ で表されるフェルミオン (“bath”と

呼ばれる)を導入し、注目するサイト（i = 0とする）の局所電子 c0σ との混成効果を考慮する：

Heff = −µ
∑
σ

c†0σc0σ + Un0↑n0↓ +
∑
lσ

(
Ela

†
lσalσ + Vla

†
lσc0σ + V ∗

l c
†
0σalσ

)
(12)

このハミルトニアンのパラメーター El と Vl は∆(ω)と

∆(ω) =
∑
l

|Vl|2

ω+ − El
(13)

によって結びついている。この表現から、∆(ω)はしばしば混成関数と呼ばれる。∆(ω)は連続スペクトルなので、lは無

限個必要である。図 9(b)の右図はこの不純物アンダーソン模型を表したものである。

動的平均場理論の解は基本的にこの有効模型の性質を引き継ぐ。そこで、不純物アンダーソン模型の解を確認しておこう。

図 10は∆(ω)のスペクトルがωによらない一定値∆(ω) = −i∆0の場合に計算された局所状態密度 ρ(ω) = −(1/π)Img(ω)

である。電子・正孔対称の条件µ = U/2でUを変化させている。Uが大きいとき、局在状態に対応するピークがω ≃ ±U/2

に確認できる。これが元の格子模型におけるハバードバンドの元となる。スペクトルの重みが高エネルギーに移動した分

だけ、ω = 0のピーク（準粒子ピーク）の幅は狭くなる。図 10において、ρ(0)の値が U に依存しないのは（局所）フェ

ルミ液体の性質である。このように、不純物アンダーソン模型の基底状態は U の大きさによらずフェルミ液体である 9。

このことは動的平均場理論の解が必ずフェルミ液体になることを意味しそうだが、実際は必ずしもそうではない。モット

絶縁体の領域では、∆(ω)がフェルミ準位上で極を持ち、それによって Σloc(ω)も同様の発散を示してエネルギーギャッ

プが形成されるのである。

9ただし、これには ∆(ω) が低エネルギーで特異性を持たないという条件が付く。
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図 10: 不純物アンダーソン模型における状態密度 ρ(ω)。電子・正孔対称（µ = U/2）で十分低温の計算。∆(ω) = −i∆0

として∆0 でエネルギーを規格化している。挿入図は ω = 0を拡大したもので、点線はローレンツ関数によるフィット。

CTQMC法による計算。文献 [1]より。

4.3 自己無撞着条件

ここまでは∆(ω)は任意の関数であった。∆(ω)は以下の条件を満たすように自己無撞着に決定される：

g(ω) = ⟨GDMFT(ω,k)⟩k (14)

ここで、右辺の括弧は波数に関する平均（積分）を意味する。この条件は、元の格子模型の局所グリーン関数が有効模

型のグリーン関数と等しい場合に、その有効模型で計算された Σloc(ω)が元の格子系の自己エネルギーの最適な近似にな

る、ということを意味する。この条件は自由エネルギーの変分原理から導かれる。詳細は付録 Aを参照のこと。

最後に、実際の計算手順をまとめておこう。まず、∆(ω)として適当な関数形を仮定する。それをインプットとして、

(12)式のハミルトニアンで表される有効不純物模型のグリーン関数 g(ω)または自己エネルギーΣloc(ω)を計算する。これ

には別途、数値計算手法が必要になるが、詳細は後ほど議論する。このΣloc(ω)を (10)式に代入すると、格子系のグリー

ン関数が求まる。これが (14)式の自己無撞着条件を満たしているかをチェックし、満たしていない場合には∆(ω)を更新す

る。更新には、(14)式と (11)式を∆(ω)に関して解いて得られる関係式∆new(ω) = ω+µ−Σloc(ω)−⟨GDMFT(ω,k)⟩−1

k
を使う。

以上の手順において、格子の情報は ⟨GDMFT(ω,k)⟩k の波数積分として取り込まれる。したがって、エネルギーバン
ド ϵk の情報は状態密度 ρ0(ω) = (1/N)

∑
k δ(ω − ϵk)を通してのみ入る。モデル計算では、簡単な ρ0(ω)を与えて計算

することが多い。よく使われるのはガウシアンと半円形である。ガウシアンは立方格子上の強束縛バンドの d = ∞次元
への拡張である。ガウシアンはバンド端を持たないので、その点で半円形の方が好まれる傾向がある（実際にはバンド

端の振る舞い以外は結果に大差はない）。半円形の状態密度は接続数 z = ∞のベーテ格子（ツリー）上の強束縛バンド
に対応する。どちらの模型も bipartiteな格子であり、ハーフフィリングで完全なネスティングを持つので、U があれば

必ず反強磁性が起こる。実際に数値計算をする場合には、心に留めておく必要がある。

4.4 不純物ソルバー

動的平均場理論の解を得るためには、結局、(12)式のハミルトニアンで与えられる有効不純物模型を解いてグリーン

関数 g(ω)を計算することになる。任意の関数形を持つ∆(ω)をインプットとして計算する必要があるので、厳密解の方

法は使えず、数値計算が必須となる。標準的な手法は、T = 0であれば数値繰り込み群法（NRG）、T ̸= 0であれば連続

時間量子モンテカルロ法（CTQMC）である。それらの手法の特徴について述べておこう。

NRG法は近藤問題の基底状態と低エネルギー励起状態をくり込みの方法で求める数値計算手法である [21]。くり込み

の途中の状態が有限のエネルギースケールの状態に対応していることを利用して、全エネルギー領域の励起スペクトル

136

物性研究・電子版　Vol. 6, No. 1, 061205 （2016年11月・2017年2月合併号）《講義ノート》



+= + +  ...

図 11: 動的平均場理論における二体相関関数 χ(iν, q)を表すダイアグラム。

を計算することができる [22]。低エネルギーのスペクトル構造を精度よく計算できるのが最大の特長であるが、高エネ

ルギーの構造はそれほど正確ではないことには注意が必要である。

CTQMC法は 2005年に Rubtsovらによって考案された方法である [23]。摂動展開の表式を元にして、摂動計算をモ

ンテカルロ法によって評価する。サンプリングにおいて大きな寄与をする摂動次数が温度の逆数に比例することから、有

限温度において摂動が収束することが保障されている。また、鈴木・トロッター分解を使っていないため、系統的な誤

差がなく、統計誤差の範囲で厳密な結果が得られる。ただし、スペクトルを得るには松原グリーン関数の解析接続が必

要なので、高振動数のスペクトルは精度が出にくい（この誤差は動的平均場理論の収束性には影響しない）。手法の詳細

は [24, 25]を参照のこと。CTQMC法のひとつの特長として、バーテックスの計算が容易である（計算時間は別にして

アルゴリズム上は）という点が挙げられる。これを利用すると、後程示すように波数依存した二体相関関数 χ(ω, q)を計

算することができる。これは相転移を調べる際に威力を発揮する。なお、多くのモンテカルロ法と同様に、負符号問題

は依然として残っており、それがこの手法の応用上の最大の課題である。

少し話がそれるが、動的平均場理論の応用では不純物ソルバーの役割が大きく、その意味で上記の強力な数値計算手

法の存在意義は非常に大きい。もし不純物ソルバーとして近似理論を使う場合には、その近似と動的平均場理論の局所

近似の両方について考察する必要がある。このことは、予想とは反する結果が得られた場合にソルバーの近似による間

違い（artifact）である可能性を吟味しなければならなず、精神衛生上よろしくない。NRG法や CTQMC法を用いると、

得られた結果を「局所近似ではこうなる」と自信を持って主張することができるのが強みである。

4.5 二体相関関数

相転移を調べる方法には二通りある。秩序変数を直接計算する方法と感受率（二体相関関数）の発散を調べる方法で

ある。前者の場合には、秩序相で非等価になるサイト（反強磁性なら 2つ）ごとに異なる局所自己エネルギーを導入し、

それらが非等価な解に収束するかによって秩序の有無を判定する。そのため、秩序変数とその波数（周期）をある程度事

前に予想して計算を行う必要がある。一方、感受率の計算では対称性の破れを仮定しないため、スピンや電荷などの異な

る揺らぎや長周期を含む任意の波数も一度の計算でまとめて扱うことができる。また、実際に相転移が起こらなくても、

相転移の傾向（起こりそうかどうか）を知ることができるのも利点である。理想的には、まず最初に感受率から相転移を

系統的に調べ、そのあとで秩序相内の計算を行うのが良い。そうすると、予想していない秩序相を見落とす心配がない。

それでは、二体相関関数の計算法 [18,19,26]について解説する。表記の簡単化のため、スピン帯磁率と電荷感受率を区別す

るインデックスを省略して、相関関数をχ(iν, q)で表す。ここで、iνはボゾンの松原振動数である。相関関数は 4つの生成・消

滅演算子を用いて定義される二粒子グリーン関数χ(iω,k, iω′,k′; iν, q)からχ(iν, q) = (T/N)
∑

ωω′kk′ χ(iω,k, iω′,k′; iν, q)

のように引数を消去することにより計算される。二粒子グリーン関数は、一粒子グリーン関数のダイソン方程式に対応

する以下のベーテ・サルペーター方程式を満たす：

χ̂(iν, q) = χ̂0(iν, q) + T χ̂0(iν, q)Γ̂
irr(iν, q)χ̂(iν, q) (15)

ここで、表記を簡単化するため、χ(iω,k, iω′,k′; iν, q) ≡ [χ̂(iν, q)]
(ω,k),(ω′,k′

)
のような行列表示を用いた。χ̂0 は相互作

用を含まない部分（自己エネルギーを通した相関効果は含まれる）で対角行列である。Γirr(iω,k, iω′,k′; iν, q) は二粒子

グリーン関数の「自己エネルギー」に相当する既約バーテックスである。動的平均場理論の方程式を導く際に行った近

似は自己エネルギーに対する局所近似であった（(9)式）。そこで、同様の近似を Γirr に対して適用し、波数依存性を無

視する：

Γirr(iω,k, iω′,k′; iν, q) → γirr(iω, iω′; iν) (16)

この振動数のみに依存する既約バーテックス γirrを有効不純物模型において計算すれば、(15)式から格子系の二粒子グ
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図 12: 動的平均場理論によるハバード模型の一粒子励起スペクトル（ハーフフィリング）。状態密度はバンド幅W の半

円形。不純物ソルバーは NRG法。U の値は U/W = 0から 1.6まで 0.2刻みである。文献 [27]より。

リーン関数 χ̂(iν, q) が求まる。すべての行列要素の和（添え字 ω, k, ω′, k′に関する和）をとれば相関関数 χ(iν, q)が得

られる。この方程式を表すダイアグラムを図 11に示す。

バーテックスの波数依存性を無視したために、(15)式において、波数依存性は χ̂0(iν, q)のみが持つ。したがって、(15)

式の両辺で波数 k, k′ に関する和を γirr とは無関係に実行することができる。結局、χ(iν, q)の q依存性は

[χ̂0(iν, q)]ω,ω′ = −δω,ω′
1

N

∑
k

GDMFT(iω,k)GDMFT(iω + iν,k + q) (17)

によって決定される。このことは動的平均場理論において空間相関が平均場近似のレベルで扱われていることを意味する。

4.6 モット絶縁体

それでは動的平均場理論の応用例を見ていこう。動的平均場理論が成功した最も顕著な例はモット転移である。図 12

にハバード模型のハーフフィリングにおける一粒子励起スペクトルを示す。状態密度はバンド幅W の半円形である。U

が大きくなるにつれ、ω = 0の準粒子ピークと上部・下部ハバードピークから成る 3ピーク構造になり、最終的に準粒子

ピークが消えてモット絶縁体になる。

図 12の計算は常磁性状態を仮定した計算であるが、実際には反強磁性相転移が存在する。特に、モット絶縁体状態はス

ピン自由度が残っているので、そのままでは基底状態になりえない。図 13に反強磁性も考慮した U–T 相図を示す。これ

は立方格子の計算である。U/W ≃ 1.2のあたりに常磁性を仮定した場合のモット転移（1次転移）があるが、反強磁性絶

縁相によって完全に隠れてしまっていることが分かる。このことから、純粋なモット転移は、少なくともこの（bipartite

な）模型では起こらない。高温の常磁性相において金属・絶縁体間のクロスオーバー（図 13の影の領域）が観測される

だけである。なお、モット転移点が温度の増加によって弱相関側にシフトしているのは、モット絶縁体状態がスピンの

エントロピーを持っているためである。

次に反強磁性相に注目しよう。図 13において反強磁性相が U = 0から始まっているが、これは模型の特殊性による。

すなわち、今の模型には完全なネスティングがあり、電子・正孔励起の揺らぎが T = 0に向かって対数発散しているた

め、無限小の U で反強磁性揺らぎが発散する。一般的には、図 1(a)のように閾値 Ucが存在すると思われる。一方、強

相関領域では、転移温度が TAF ∝ 1/U に比例して減少する。これは原子極限からの摂動によって理解できる。TAFが最

大になるのは U/W ≃ 1程度である。これより弱相関側が遍歴磁性的、強相関側が局在磁性的である。前者はスレーター

型、後者はハイゼンベルグ型と呼ばれる。この磁性状態の移り変わりは、反強磁性を無視した場合のモット転移とその

高温における金属・絶縁体クロスオーバーが同程度の U/W で起こっていることと矛盾がない。以上の結果から、動的

平均場理論は弱相関領域と強相関領域をうまく繋いでいるといえる。
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図 13: 動的平均場理論によるハバード模型の反強磁性相図（ハーフフィリング）。低温の四角は反強磁性を無視した計算

で得られたモット転移（1次転移）で、影の部分は金属と絶縁体のクロスオーバー領域を表す。立方格子上の最近接ホッ

ピングを考慮した模型でバンド幅W = 12tで規格化している。不純物ソルバーは NRG法。文献 [28]より。

4.7 重い電子状態

4.7.1 遍歴と局在

動的平均場理論の重い電子系への応用を見てみよう。まずはエネルギーバンドに対する U の影響を議論する。図 14(a)

はU = 0の場合のエネルギー分散である。バンド幅が 2Dの半円形の状態密度（ベーテ格子）を考え、D = 1をエネルギー

の単位としている。図 5(a)の概念図と同じものだが、こちらは計算して描いたもので、さらに f 成分と c成分の重み w±
α

（α = c, f）を濃淡で表している。定義を正確に書くと、各成分ごとのスペクトルをAα(ω,k) = w+
α δ(ω−ϵ+

k
)+w−

α δ(ω−ϵ−
k
)

と表したときの係数が重みを表す。ここで、ϵ±
k
は混成バンドのエネルギー分散である。w±

c +w±
f = 1の関係がある。図

から、混成バンド（実線）が混成前のバンド（点線）に近い部分ほどその成分の重みが 1に近くなっていることが分か

る。状態密度 ρα(ω)には V ≈ 0.47程度の大きさの混成ギャップができ、粒子数が n = 1.9なので、絶縁体状態にホール

をドープした状況になっている。

U が有限の場合にはスペクトルが幅を持つので、分散を線で表すことはできない。図 14(b)は U = 4の場合の十分低

温（T = 0.001）における一粒子励起スペクトル Aα(κ, ω)の強度を表したものである。ここで、動的平均場理論におけ

るグリーン関数（(10)式）は ϵk のみが波数依存性を持つため、κ ≡ ϵk を「波数」とみなして、κの関数としてスペク

トルを描いている。低エネルギー部分のスペクトルは、U = 0のエネルギー分散を ω方向に縮めたものになっているこ

とが分かる。これが U によるくり込みの効果である。くり込み因子 z は z ≈ 0.2程度なので、全スペクトルの内の約 2

割がコヒーレント部分である。残りの 8割は高エネルギー（ω ≃ ±2）の方にあり、これがインコヒーレントな局在成分

である。このように、強相関領域の低温におけるスペクトルは低エネルギーの遍歴成分と高エネルギーの局在成分の両

方を兼ね備えている。繰り返しになるが、図 14(b)のように、バンドがあたかも 3つあるようなスペクトル構造は多体

効果なしには決して得られないことを改めて注意しておく。

図 14(c)は高温（T = 0.1）の場合のスペクトルである。低温の結果と比較して、コヒーレント部分のスペクトルがぼ

やけ、代わりにインコヒーレント部分が顕著になっている。つまり、この温度では準粒子は well definedではない。言い

換えると、このパラメーターは f 電子の局在状態にあると言える。この計算では極端な高温にしているが、実際には準

粒子の特徴的な温度 T ∗ と比較して「高温」であればよい。したがって、T ∗ が極端に小さいような状況では、測定可能

な全ての温度領域において局在状態とみなせる。

この計算は金属状態の計算であるが、低温で存在しているエネルギーギャップが温度の上昇によって消失する振る舞

い（図 14(b)から図 14(c)の変化）は近藤絶縁体の特徴と一致している。この結果から、近藤絶縁体におけるエネルギー

ギャップの存在自体は U = 0のバンド構造（（図 14(a)））から理解できるが、ギャップの大きさがくり込まれて小さく

なっている点、また温度によってギャップが閉じる点に多体効果の特徴が現れているということが分かる。
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図 14: (a) U = 0の周期アンダーソン模型のエネルギー分散を「波数」κ ≡ ϵk の関数として表した図。左が伝導電子 c、

右が f 電子。色の濃さは重み w±
α を表す。点線は混成がない場合のエネルギー分散。ベーテ格子上の強束縛バンド（状

態密度はバンド幅 2Dの半円形）を考えている。パラメーターはD = 1として、V 2 = 0.22, n = 1.9である。(b),(c)は

U = 4の場合の動的平均場理論による一粒子励起スペクトル Aα(κ, ω)と状態密度 ρα(ω)。ソルバーは CTQMC法。(b)

T = 0.001, (c) T = 0.1。
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図 15: (左) 近藤格子模型における反強磁性モーメント ⟨SQ⟩と反強磁性帯磁率 χQ の逆数の温度依存性（ハーフフィリ

ング）。文献 [29]より。(右) 反強磁性相図（TAF）。J < Jc ≈ 0.27は反強磁性絶縁体、J > Jcは常磁性絶縁体。T
(MF)
AF は

RKKY相互作用から平均場近似によって見積もった転移温度、TK は不純物系における近藤温度。文献 [30]より。いず

れも計算も、状態密度はガウシアン ρc(ω) ∝ exp(−2ω2/D)でD = 1をエネルギーの単位としている（空間次元 d = ∞
の超立方格子に対応）。ソルバーは CTQMC法。

4.7.2 RKKY相互作用と近藤効果

次に f 電子の磁気秩序を議論する。この場合は、周期アンダーソン模型の代わりに、その強相関極限に対応する近藤

格子模型を考えるのが都合が良い。近藤格子模型は、(4)式の周期アンダーソン模型において、J ≡ 4V 2/U を一定に保っ

たまま U → ∞および ϵf = −U/2 → −∞の極限をとったもので、ハミルトニアンは

HKL =
∑
kσ

ϵkc
†
kσ

ckσ
+ J

∑
i

Si ·
∑
σσ′

c†iσσσσ′ciσ′ (18)

で与えられる。斥力 U > 0の場合には J > 0なので、相互作用は反強磁性的である。近藤格子模型は、物理的には、上

部および下部ハバードバンドがフェルミレベルから十分遠いエネルギーにある極限を考え、f 電子のスピン自由度のみ

に注目した模型である。図 1(b)の相図で言えば、低圧の局在領域に対応しており、J が圧力印加に対応していると考え

る。f 電子の電荷の自由度は消去されているが、f 電子の遍歴状態からつながる一粒子励起のコヒーレント部分も J の

効果として議論できる。このことは以下に紹介する数値計算の結果を見て理解してほしい。

図 15(左)はハーフフィリングにおける反強磁性帯磁率 χQの逆数と反強磁性モーメント ⟨SQ⟩の温度変化である。χQ
が発散する温度以下で ⟨SQ⟩が発生していることが確認できる。J = 0.1ではフルモーメント ⟨SQ⟩ ≃ 1/2に近いが、J

が大きくなるにつれてモーメントが小さくなっている。これは近藤スクリーニングによって局在スピンが伝導電子に部

分的に遮蔽されていると解釈される。J > Jc ≈ 0.27では局在スピンが完全に遮蔽されて、反強磁性は起こらなくなる。

この計算により決定された反強磁性相図を図 15(右)に示す。J < Jc が反強磁性絶縁体、J > Jc が常磁性絶縁体であ

る。これはいわゆるドニアック相図 [31]と呼ばれるものを数値計算によって再現したものである。それではドニアック

に従って Jc の値を見積もってみよう。T
(MF)
AF は J の 2次摂動で RKKY相互作用を導出し、平均場近似を適用して得た

転移温度である。T
(MF)
AF ∝ J2 で単調増加する。TK は局在スピンが 1つだけの不純物近藤模型において見積もった近藤

温度である。この図から T
(MF)
AF と TKが逆転する付近に、数値計算で見積もった Jcが位置しており、ドニアックの描像

と一致している。以上のように、動的平均場理論によって、J の小さい（低圧領域の）局在磁性状態と J の大きい（高

圧領域の）近藤一重項状態の両方を記述することができる。

4.7.3 大きいフェルミ面

図 15の計算はハーフフィリングであるため、J の全領域で絶縁体である。ここでは金属状態を考え、重い電子（準粒

子）の形成を定量的に議論することを考える。一口に重い電子の形成と言っても、何を見るかが問題である。ここでは、

フェルミ面に注目しよう。図 1(b)と関連して述べたように、f 電子の局在状態（低圧領域）ではフェルミ面から f 電子

の寄与が消えるため、f 電子の遍歴状態（高圧領域）とは異なったフェルミ面になる。もっと具体的に言えば、ラッティ

141

物性研究・電子版　Vol. 6, No. 1, 061205 （2016年11月・2017年2月合併号）《講義ノート》



 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1
nc = 0.9

Localized moments

Fermi liquidAF

T*

 0  0.05  0.1  0.15  0.2  0.25  0.3  0.35  0.4

J

 0

 0.01

 0.02

 0.03

 0.04

T


nc = 0.9

Localized moments

Fermi liquid

T*

 0  0.05  0.1  0.15  0.2  0.25  0.3  0.35  0.4

J

 0

 0.01

 0.02

 0.03

 0.04

T


AF

(c)

図 16: 近藤格子模型における (a,b)一粒子励起スペクトルA(κ, ω)。ハーフフィリング近傍 nc = 0.9で J = 0.3。κSと κL

はそれぞれ小さいフェルミ面と大きいフェルミ面に対応する波数である。実線は J = 0の場合のエネルギー分散。(c)f

電子の遍歴性・局在性を表す相図。強度プロット（ξとする）はフェルミ波数に対応するくり込まれた化学ポテンシャル

µ̃を規格化したもので、ξ = 0が遍歴状態、ξ = 1が局在状態に対応する。それらの中間値 ξ = 0.5によって重い電子状

態の特徴的温度 T ∗ を定義している。文献 [32]より。

ンジャーの定理から、局在状態におけるフェルミ面の囲む体積は遍歴状態のそれと比べて f 電子 1つ分だけ小さくなる。

前者を小さいフェルミ面と呼び、後者を大きいフェルミ面と呼ぶ。このように、フェルミ面の体積は f 電子の遍歴性・局

在性を表す指標と考えることができる。これを利用すると、小さいフェルミ面（局在状態）から大きいフェルミ面（遍

歴状態）への変化によって重い電子の形成を捉えることができる。これを数値計算によって観測すればよい。

まずは一粒子励起スペクトルから見てみよう。図 16の (a)と (b)はそれぞれ高温領域と低温領域におけるスペクトル

Ac(κ, ω)である。この結果は図 14(b),(c)に示した周期アンダーソン模型のスペクトルからインコヒーレント部分を除い

たものに対応する 10。高温（図 16(a)）では、相互作用の影響により ω = 0近傍のスペクトルがぼやけているものの、

J = 0の分散（実線）に近い。一方、十分低温（図 16(b)）では、低エネルギーのスペクトルがシャープになり、混成バ

ンドが形成されているのがはっきりと見て取れる。フェルミ波数に注目すると、混成バンドのフェルミ波数 κLは J = 0

のフェルミ波数 κS からは明らかにシフトしているが、高温の低エネルギー励起は κS 近傍で起こっているのが分かる。

以上のスペクトルの温度変化を定量化しよう。相関のある系では、ω = 0を除いてエネルギー分散は厳密には定義で

きないが、自己エネルギーの虚部を無視することにより有限温度・有限振動数におけるエネルギー分散を定義する。こ

うしてフェルミ波数の温度変化を議論する。図 16(c)はフェルミ波数の変化を J–T 相図上に描いたものである 11。強度

プロットの ξ = 0が大きいフェルミ面（遍歴状態）、ξ = 1が小さいフェルミ面（局在状態）に対応している。この図か

ら、小さい J（低圧）における局在状態と大きい J（高圧）における遍歴状態の間のクロスオーバーが見て取れる。ま

た、ξ = 0.5によって定義される特徴的温度 T ∗ は J = Jc において有限の値を持つ。これは、J ≃ Jc の反強磁性状態は

遍歴磁性的な性質を持つことを意味する [29]。

以上のように、動的平均場理論によって f 電子の局在状態から遍歴状態への変化を記述することができた。ここで、図

1(b)の相図と見比べてみると、量子臨界点における超伝導はどうなっているのかと疑問に思うかもしれない。残念なが

ら、動的平均場理論ではそれは議論することができない。これについては、第 6節でさらに進んだ理論を用いてもう一

度議論する。

10図 16には伝導電子のスペクトルのみを示している。これは近藤格子模型では f 電子のグリーン関数が定義できないためであるが、代わりに t行
列が同様の情報を持っている。t 行列は不純物系では t(ω) = V 2Gf (ω) で与えられ、格子系にも拡張できる。

11具体的には、くり込まれた化学ポテンシャル µ̃ = µ−ReΣloc(0)を見ている。(10)式の GDMFT(ω,k) の表式で、自己エネルギーの虚部を無視
すると、ω = 0 における極が ϵk = µ̃ で与えられる。このことから、µ̃ を通してフェルミ波数を議論できることが分かる。

142

物性研究・電子版　Vol. 6, No. 1, 061205 （2016年11月・2017年2月合併号）《講義ノート》



表 1: f2 電子配置の立方晶結晶場状態における秩序状態と近藤効果。
結晶場基底状態 長距離秩序 近藤効果

Γ1 一重項 秩序なし フェルミ気体・液体

Γ3 二重項 電気四極子、磁気八極子 非フェルミ液体（四極子近藤効果）[33]

Γ4 三重項 磁気双極子、電気四極子、+高次多極子 非フェルミ液体 [34]

Γ5 三重項 磁気双極子、電気四極子、+高次多極子 非フェルミ液体 [34]

1

2
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J = 0.8
(a) (b)
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Staggered order of

Kondo and CEF singlets

図 17: 結晶場一重項と三重項を低エネルギー状態として持つ f2近藤格子模型における結晶場一重項・近藤一重項秩序状

態の (a)相図と (b)概念図。相図の横軸は一重項と三重項のエネルギー分裂∆CEFで、∆CEF = 0が通常の近藤格子模型

に対応する。文献 [35]より。

4.8 f 2電子配置における局所相関

ここまで議論した重い電子状態の記述は多くの Ce化合物に当てはまると考えられている。しかし、原子当たり f 電子

を 2つ持つ Pr化合物やU化合物では事情が異なってくる。例えば、立方晶の結晶場を考えた場合、フント則の基底状態

である全角運動量 J = 4 (S = 1, L = 5) の 9重縮退は Γ1一重項、Γ3二重項、Γ4三重項、Γ5三重項に分裂する。それぞ

れの結晶場状態が基底状態の時に起こり得る長距離秩序状態と近藤効果を表 1にまとめた。伝導電子との交換相互作用

による広い意味での近藤効果を考慮すると、Γ1以外のいずれの場合も基底状態は非フェルミ液体となる。Γ3二重項の場

合はよく知られた四極子近藤効果（2チャンネル近藤効果）[33]であり、三重項の場合にも非フェルミ液体になる [34]。

長距離秩序を伴わずにフェルミ液体状態となるためには、Γ1 一重項が基底状態の場合しかない。ただし、f 電子の遍歴

性が強く、そもそも局所多重項状態が良い出発点でない場合にはその限りではない。Pr化合物における重い電子状態は

前者の可能性が高く、一方 U化合物の場合には後者の可能性も十分に考えられる。

さて、f 電子系の長距離秩序は、通常は RKKY相互作用による多極子秩序であるが、それとは異なる局所相関効果に

よる長距離秩序を紹介する。考えるのは結晶場一重項と三重項がエネルギー的にあまり離れていない（∆CEFとする）系

である。この系で近藤効果を考慮に入れると、伝導電子のフィリングが 1/4（単位胞当たり 1/2個）のときに、CDWを

伴って近藤一重項が選択的に形成される対称性の破れが起こる [35]。図 17(a)は横軸を∆CEFとした相図で、∆CEF = 0

が通常の（f1 の）近藤格子模型に対応する。∆CEF ≃ 0.2において、この秩序状態が安定して存在していることが分か

る。基底状態では、図 17(b)で表されるように近藤一重項と結晶場一重項状態が空間的に交互に並んだ状態になってい

る。したがって、この秩序状態の実現には近藤効果が本質的な役割をしている。通常の多極子秩序は近藤効果によって

抑えられるが、この秩序状態は近藤効果が対称性の破れを引き起こす珍しい例である。これは充填スクッテルダイト化

合物 PrFe4P12 で起こっているとされるスカラー（単極子）秩序状態 [36, 37]の微視的状態として提案されている [38]。

また、ここでは紹介しないが、動的平均場理論を Γ3二重項における近藤効果を記述する 2チャンネル近藤格子模型に

適用した場合にも、興味深い秩序状態が見つかっている。詳細は文献 [39–41]を参照のこと。
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4.9 動的平均場理論の限界

ここまで紹介したように、動的平均場理論は強相関効果を扱うことのできる適用範囲の広い理論である。何度も触れ

ているモット絶縁体や重い電子状態の他にも、例えば、電子と局所フォノン（アインシュタインフォノン）との結合系

にも応用されている [18]。これらの物理は Σ(ω,k)の ω依存性が重要な役割を果たすという共通点がある。また、磁気

秩序に関して言えば、転移温度が U に対して単調増加する弱相関領域の遍歴磁性と転移温度が t2/U に比例する強相関

領域の局在磁性を繋ぐことができるため、強相関模型における長距離秩序を調べる手段としても有用である。スピン系

の相転移を調べるのにまずは平均場近似を適用するのと同様に、電子系では動的平均場近似が最初の選択肢となり得る。

ただし、非局所相関は（静的）平均場近似のレベルでしか考慮されていないので、転移温度を高く見積もる傾向がある

ことは心に留めておく必要がある。

それでは、動的平均場近似で扱えない現象は何か。その代表は非従来型の超伝導である。自己エネルギー（と既約バー

テックス）の局所近似のために、等方的な超伝導ギャップしか扱えないというのが普通の説明であるが、根本的に考え

て、フェルミ面の構造が重要な役割を果たす強相関化合物の超伝導に対して、エネルギーバンドの情報を波数積分した

状態密度としてのみ考慮する動的平均場理論では不十分なのは明らかである。この問題を解消する最近の理論について

は第 6節で紹介する。

5 揺らぎの協奏

前節で解説した動的平均場理論は、空間相関（波数依存性）を犠牲にする代わりに時間相関（振動数依存性）を正確

に扱う理論であった。この節では、それとは逆に、空間相関を重点的に扱う理論について議論する。これは空間揺らぎ

を表す二体相関関数 χ(ω, q)をいかに計算するかという問題である。二体相関関数の解析から、磁気揺らぎと超伝導揺ら

ぎが互いに相関していることが分かり、磁性と超伝導の密接な関係が明らかになってくる。この節で解説する内容の入

門書としては文献 [19]を挙げておく。

5.1 乱雑位相近似（RPA）

まずは磁気揺らぎを考えよう。動的帯磁率 χsp(ω, q)はスピン密度演算子 ρ−(q) = (1/N)
∑

k(c
†
k↑

ck+q↑ − c†
k↓

ck+q↓)

を用いて χsp(ω, q) = ⟨⟨ρ−(q); ρ−(−q)⟩⟩により定義される 12。相互作用の影響を含まない「裸の」感受率 χ0(ω, q)（リン

トハルト関数）がエネルギーバンド構造やフェルミ面のネスティングなどの基本的な情報を持っている。これは図 18(a)

のファインマンダイアグラムで表され、バブル（泡）ダイアグラムと呼ばれる。矢印付きの実線がグリーン関数を表し

ており、2つの矢印が逆向きに向いているのが電子・正孔対の励起を意味する。このようなダイアグラムを用いると、相

互作用の影響を系統的かつ直感的に扱うことができる。

それでは相互作用の影響を考えよう。ハバード模型の局所クーロン相互作用を図 18(b)のように波線で表す。この図は

2つの粒子が波数 q を交換する散乱過程を表しているが、今の場合は相互作用が局所的なので U(q) = U である。相互

作用の影響を扱う最も基本的な近似は乱雑位相近似（RPA）である。RPAにおけるスピン帯磁率 χRPA
sp (ω, q)と電荷感

受率 χRPA
ch (ω, q)はそれぞれ

χRPA
sp (ω, q) =

χ0(ω, q)

1− Uχ0(ω, q)
, χRPA

ch (ω, q) =
χ0(ω, q)

1 + Uχ0(ω, q)
(19)

で与えられる。これをダイアグラムで表現したものが図 18(c)である。バブルと波線の繰り返しが級数になっているこ

とに注目して、級数展開の公式 1/(1− x) = 1 + x+ x2 + · · · を使うと上記の表式が得られる。分母の符号の違いは、ハ
バード相互作用を電荷演算子 n+ = n↑ + n↓ とスピン演算子 n− = n↑ − n↓ を用いて Un↑n↓ = U(n+n+ − n−n−)/4 と

表したときの符号に起因している。第 2項のマイナス符号は、ハバード相互作用がスピン自由度に対して「引力的」に

働くことを意味する。それによりスピン揺らぎが増強されるが、逆に電荷揺らぎは抑えられる。この結果は、原子極限

（第 3.3節）において電荷の自由度がなくなり、スピンの自由度のみが残ったことと対応している。なお、軌道自由度が

ある場合には、χ0 や U が軌道の添え字を持った行列で置き換えられる。

12動的相関関数は、虚時間表示を用いると ⟨⟨A;B⟩⟩(iν) =
∫ β
0 dτ⟨A(τ)B⟩eiντ によって定義される。これから松原振動数を iν → ω+ と解析接続し

たものが、実振動数 ω を引数として持つ動的相関関数である。
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図 18: RPAによる各種物理量のダイアグラム。(a)裸の感受率 χ0(ω, q)。(b)クーロン相互作用 U。(c) RPAによるスピ

ン帯磁率 χRPA
sp (ω, q)および電荷感受率 χRPA

ch (ω, q)。(d)スピン揺らぎを媒介とした有効相互作用。(e)有効相互作用によ

る超伝導感受率 Pα =
∑

kk′ ϕ∗
α(k)P (k,k′)ϕα(k

′)。

斥力によりスピン揺らぎが増強されることがわかった。次に、スピン揺らぎが生み出す二次的な効果を考えよう。図

18(d)のダイアグラムはスピン揺らぎを媒介とした有効相互作用を表す。超伝導を意識して、2粒子の合計の運動量が

Q = 0の相互作用を考えている。右辺第 2項がスピン揺らぎによる寄与で、

Veff(k,k
′) ∝ U2χRPA

sp (0,k − k′) (20)

と表される。簡単のため、フェルミ準位近傍にある 2粒子間の散乱を想定して、振動数は 0とした。この有効相互作用

は正、すなわち斥力であるが、相互作用が波数依存性を持っている点が重要である。そのため、フェルミ面上でギャップ

の符号が変化するような電子対（非従来型や異方的と呼ばれる）に対しては引力として働く場合もある。これを見るた

めには、点群の既約表現によって分類される因子 ϕα(k)を用いて、有効相互作用を

Veff(k,k
′) =

∑
α

Vαϕα(k)ϕ
∗
α(k

′) (21)

と展開する 13。ギャップ関数にも同様の波数依存性を考慮に入れるために、因子 ϕα(k)を用いて電子対演算子を Bα =∑
k ϕα(k)ck↑c−k↓ で定義する。この非 s波まで含めた電子対の揺らぎに対応する超伝導感受率 Pα = ⟨⟨Bα;B

†
α⟩⟩ω=0 に

対して、有効相互作用 Veff(k,k
′)を考慮に入れた RPAダイアグラムは図 18(e)で与えらえれる。このダイアグラムは、

図 18(c)と同様に級数になっていることから、

PRPA
α =

P0α

1 + VαP0α
(22)

とまとめることができる。ここで P0αは |ϕα(k)|2の重みを付けて波数和をとった粒子・粒子揺らぎであるが、フェルミ
面が存在すれば低温で必ず対数発散する（クーパー不安定性）。したがって、Vα が負（引力）になる基底 ϕα(k)があれ

ば、その対称性を持った超伝導揺らぎが発散する。

それでは、どのような場合に Vα が負になるのか。これを理解するには χRPA
sp (0, q)の関数形を仮定して実際に展開し

てみるのが分かり易い [4, 42]。例として 2次元正方格子を考え、反強磁性揺らぎが強いとして χsp(0, q) = J0 − J1γ(q)

を仮定する（J0 > 0, J1 > 0）。γ(q)を含む正方格子の場合の基底 ϕα(q)は表 2にまとめてある。χsp(0, q)の第 1項の

13このように展開できることは、ルジャンドル関数の加法定理 Pl(k̂ · k̂′
) ∝

∑l
m=−l Ylm(k̂)Y ∗

lm(k̂
′
) を想像すると分かり易い（回転対称性がある

場合）。

145

物性研究・電子版　Vol. 6, No. 1, 061205 （2016年11月・2017年2月合併号）《講義ノート》



表 2: 2次元正方格子（点群 D4）の場合の基底 ϕα(k)。

既約表現 因子 ϕα(k)

A1g γ(k) = cos kx + cos ky

B1g η(k) = cos kx − cos ky

Eu ζx(k) =
√
2 sin kx, ζy(k) =

√
2 sin ky

J0 は等方的な s波に対して斥力として働く。第 2項の γ(q)に q = k − k′ を代入して展開すると

γ(k − k′) =
1

2

[
γ(k)γ(k′) + η(k)η(k′) + ζx(k)ζx(k

′) + ζy(k)ζy(k
′)
]

(23)

が得られる。この結果は反強磁性揺らぎが表 2にある 3つのタイプの超伝導揺らぎを誘起することを意味する。この 3つ

の電子対が反強磁性揺らぎによって有利になるのは、それらが隣同士の格子点の電子対を表しているためである（ϕα(k)

を実空間で表してみると分かる）。実際にどの超伝導が選ばれるかは、(22)式の P0αの発散の強さによって決まる。発散

の強さは、|ϕα(k)|2 とフェルミ面との重なりが大きいほど大きくなる。このことから、強相関系の超伝導には磁気揺ら
ぎの波数ベクトルとフェルミ面の構造が重要な役割をすることが分かる。

5.2 パルケ方程式

上記のダイアグラムを用いた議論によって、磁性と超伝導が互いに密接に関連していることが直感的に理解できたと

思う。同様の考察から、超伝導が逆に磁気揺らぎに影響することも示せる。しかしながら、このようなダイアグラム展開

で取り込む項を増やしていくには限界があるのは明らかである。むしろ、各ダイアグラムに物理的意味があるので、ダ

イアグラム展開は「このような項（効果）を取り込んだらこういう超伝導が有利になる」と解釈するのが妥当であろう。

例えば、高温超伝導と関連して、反強磁性揺らぎが dx2−y2 対称性の超伝導ペアに有利に働くという描像はダイアグラム

による議論を用いると明快である。

このように各ダイアグラムに意味を求める伝統的な摂動論とは対照的に、ダイアグラムを系統的に取り込んでいく方

法にパルケ（寄せ木）方程式というものがある 14。パルケ方程式は、反強磁性揺らぎが d波超伝導の揺らぎを生み出し、

その超伝導揺らぎが磁気揺らぎにフィードバックし…という際限なく繰り返される揺らぎ同士の交差相関を積分方程式

として表したものである。具体的には、2粒子グリーン関数の「自己エネルギー」に相当する既約バーテックスが 3通り

（近藤問題の場合には 2通り）に表せることを利用して、それらが互いに入れ子になったダイアグラムを逐次作っていく。

これにより磁性と超伝導の揺らぎを対等に含んだバーテックスが得られるが、積分方程式の数値解法が実際上の課題で

ある。汎関数繰り込み群と呼ばれる方法 [46]は、揺らぎの交差相関を積分方程式として取り込むという点で、パルケ方

程式と共通の狙いを持っている。

以上のような揺らぎを扱う理論は強相関系の超伝導の研究で主役となっている。特に、重い電子系はエネルギースケー

ルが小さく、異なる波数や対称性を持つ磁性や超伝導の揺らぎが拮抗しているので、RPAを超えた理論が必要であると

思われる。なお、このような空間揺らぎを扱う理論では、自己エネルギー Σ(ω,k)における局所相関効果が十分には取り

込まれていないため、あくまでも弱相関の理論であることに注意されたい。これらの方法を重い電子超伝導に適用する

（している）場合には、既に局所相関が取り込まれた準粒子を扱っているものと考えている。一段階戻って準粒子の形成

から議論するには、前節の動的平均場理論を併用するのが望ましい。次節でこれについて議論する。

6 動的平均場理論の拡張

第 4節で解説した動的平均場理論は非相互作用極限と原子極限、すなわち、遍歴状態と局在状態をうまく内挿し、そ

れらの間の「中間領域」の記述を与える。この理論がモット絶縁体や重い電子状態の研究で威力を発揮してきたことは

計算例を交えて紹介した通りである。一方、強相関系の超伝導では、第 5節で述べたような様々な拮抗する揺らぎを扱

う理論が有用である。これらの理論のいいとこどりのような都合のよい理論はできないものか。これが多体電子論の分

野で、ここ 10年、20年ほど研究されているトピックスである。

14パルケ方程式は近藤問題（実際は X 線の吸収・放出スペクトルのフェルミ端異常の問題）において最強発散項を取り込む方程式として導入され
た [43]。磁性と超伝導との関連では [44,45] が詳しい。
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(a) (b) (c)

図 19: 自己エネルギー汎関数理論の概念図。(a)元の格子模型。黒丸は相関のある格子点。(b)元の格子模型と等価な模

型。白丸は相互作用の無い格子点（bath）。(c)参照系。文献 [53]より。

この節では動的平均場理論をベースとして、超伝導の記述に必要な空間揺らぎを取り込む拡張理論を紹介する。動的

平均場理論の拡張は大きく 2つのクラスに分けられる。直接的な方法は、複数の格子点を含むクラスターに対して局所

近似を適用するいわゆるクラスター動的平均場理論 15である [47]。厳密に扱う部分を大きくして、いわば力ずくで空間

相関を取り込もうという考えで、数値計算に自信のある“力自慢”向きの方法である。クラスター動的平均場理論はク

ラスター内の短距離相関を取り込む拡張であるが、それとは対照的に、ダイアグラム展開などと組み合わせることによ

り長距離揺らぎを取り込む拡張理論が近年発展している [48–52]。ダイアグラム展開が超伝導の理論研究において主要な

計算手法になっていることを考えると、動的平均場理論の拡張の方向性として理にかなっていると思う。

以下では、まず最初にクラスター拡張理論の一種である自己エネルギー汎関数理論という理論を紹介する。次に、ダ

イアグラム展開により長距離揺らぎを取り込む拡張理論を紹介する。

6.1 自己エネルギー汎関数理論

動的平均場理論のクラスター型拡張の一種である Potthoffの自己エネルギー汎関数理論 [53, 54]を紹介しよう。この

理論は動的平均場理論の拡張というだけでなく、動的平均場近似のひとつの側面を与える意味もあり、視野が広がると

思う。

ラッティンジャー・ワードの定式化を使う。これは自由エネルギー Ωをグリーン関数G(ω,k)の汎関数として Ω[G]の

ように表すと、平衡状態におけるグリーン関数が停留条件 δΩ[G]/δG = 0によって決定されるというものである。この理

論で主要な役割をするのが、相互作用の効果を表すラッティンジャー・ワード汎関数 Φ[G]である。Φ[G]を構成するダイ

アグラムは骨格ダイアグラムと呼ばれる。自己エネルギーダイアグラムは Σ[G] = δΦ[G]/δGで与えられる。この Ω[G]

と Φ[G]をルジャンドル変換して、Σの汎関数として見ることもできる。そうすると、

Ωt,U [Σ] = Tr ln[−(G−1

0,t − Σ)−1] + FU [Σ] (24)

右辺の F [Σ]は Φ[G]のルジャンドル変換 F [Σ] = Φ−Tr(ΣG)で、相互作用の効果は全てここに含まれる。この汎関数は

元の汎関数 Ω[G]と同様に、停留条件 δΩ[Σ]/δΣ = 0が平衡状態を決定する。添え字 tはホッピングとポテンシャルを含

むハミルトニアンの一体部分のパラメーターをシンボリックに表したもので、U は 2体相互作用のパラメーターをシン

ボリックリンクに表したものである。

この表現を使って近似理論を構築するために、同じ相互作用U を持ち、一体部分のみが異なる（t′とする）参照系を

用意する。なお、このとき元の格子模型には存在しない格子点（ただしこの格子点で相互作用は働かない）を付け加えて

も問題ない。元の格子模型と参照系の例を図 19に示す。参照系の自由エネルギーは (24)式において tを t′で置き換えて

Ωt′,U [Σ] = Tr ln[−(G−1

0,t′ − Σ)−1] + FU [Σ] (25)

となる。参照系は数値計算を使って厳密に解ける（解けるように t′ を選ぶ）とする。つまり、与えられた t′ に対し

て、停留条件を満たす厳密な Σ が求まるとする。これを Σ(t′) と表し、そのときのグリーン関数と自由エネルギーを

(G−1

0,t′ − Σ(t′))−1 ≡ G′ および Ωt′,U [Σ(t′)] ≡ Ω′ と表す。

15クラスター動的平均場理論という言葉は、クラスター型の拡張理論の総称として使われる。実際は、自己無撞着条件の取り方によって 2つの異な
る拡張法、cellular DMFT (CDMFT) と dynamical cluster approximation (DCA) がある。また、第 6.1 節で紹介する自己エネルギー汎関数理
論も広い意味でクラスター動的平均場理論の一種である。
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元の模型と参照系で相互作用は同じなので、(24)式と (25)式の FU [Σ]は共通である（つまり、骨格ダイアグラムの

構造は同じ）点が重要である。よって、両式から FU [Σ]を消去できて、

Ωt,U [Σ(t′)] = Ω′ +Tr ln[−(G−1

0,t − Σ(t′))−1]− Tr ln(−G′) (26)

が得られる。右辺の 3つの項は全て計算可能であるので、この式から元の格子模型の「厳密な」自由エネルギーが求ま

る。ただし、Σの動ける範囲が制限されていることに注意する。Ωをこの部分空間の中で停留条件を満たすようにする

と、この近似の範囲での最適な解が求まる：∂Ωt,U [Σ(t′)]/∂t′ = 0. 参照系として各サイトに無限個の bathがくっつい

た系をとると、この近似は動的平均場近似と一致することを示すことができる。

以上の定式化は、動的平均場理論の拡張や亜種を与えるだけでなく、動的平均場理論において行われている近似のひ

とつの視点を与える。摂動論と対比させて考えると、計算できるように近似された Ω[Σ] ≈ Ωapprox[Σ]を Σの全空間に

おいて最小化するのが摂動論、厳密な Ω[Σ]を部分空間Σpartial内で最小化するのが動的平均場理論である。別の言葉で

言うと、Ω[Σ]（あるいは Φ[G]）を構成するダイアグラムを制限するのが摂動論、Σの空間を制限するのが動的平均場理

論である。

また、この枠組みでは、1体の項であれば任意の変分パラメーターを加えることができる。例えば、元のハミルトニア

ンの対称性を破るポテンシャルを考慮すると、相転移を議論することができる。この理論は変分クラスター近似（VCA）

と呼ばれている [54]。

6.2 動的平均場理論まわりの摂動展開

局所相関がくり込まれた準粒子による超伝導をどのように扱うかを考えよう。重い電子のように準粒子の有効質量が

非常に大きいとき、有効質量の逆数に相当するくり込み因子は z ≪ 1を満たす。くり込み因子は一粒子励起スペクトル

A(k, ω)の中で準粒子として記述される部分（コヒーレント部分）の割合を表す。したがって、有効質量が大きいほど、

スペクトルの大部分 1 − z はフェルミ準位から離れたインコヒーレント部分が占める。これが原子極限とつながる部分

で、局在磁性としての役割を担う。このことから、強相関系における磁気揺らぎを媒介とした超伝導を微視的模型に基づ

いて議論するには、準粒子成分だけでなく局在成分も含むスペクトル全体を扱う必要があると考えられる。このような

狙いを持った理論に duality modelと呼ばれる現象論 [4, 55,56]があるが、ここでは微視的に扱う方法について考える。

第 4節で紹介したように、強相関系に特徴的なスペクトルの 3ピーク構造は動的平均場理論によって得ることができ

た。それならば、このスペクトルを使って磁気揺らぎとそれによって誘起される超伝導揺らぎを計算すればよいのでは

ないかと考えるのは自然であろう。例えば、図 11で表される動的平均場理論における帯磁率 χDMFT
sp (ω, q)を、図 18(d)

の有効相互作用 Veff(k,k
′)における「糊」として採用すればよさそうだが、それは正しくない。相互作用 U の効果を二

重に数えてしまうためである。この問題を解決し、動的平均場近似を出発点としたダイアグラム展開により空間揺らぎ

を系統的に取り込むことを可能にするのがデュアルフェルミオン法と呼ばれる理論 [50, 57]である。

デュアルフェルミオン法の概略と最近の応用例については最近の記事 [7]に解説を書いた。非専門家向けに数式を一切

用いないで解説しているので、そちらも参考にしていただきたい。数式を用いた導出は論文 [57, 58]などを参考のこと。

本稿では物理的なアイデアを中心に、概観を述べよう。

動的平均場理論で得られた格子系のグリーン関数GDMFT(iω,k)から補助粒子（dと表す）のグリーン関数を以下のよ

うに定義する：

G̃0(iω,k) = GDMFT(iω,k)− g(iω) (27)

ここで、g(iω)は (11)式で定義される、有効不純物模型の局所グリーン関数である。このように局所成分を差し引いてお

くことにより、相互作用の二重数えが回避される 16。d粒子間の相互作用は動的平均場理論の有効不純物模型において計

算される完全な（可約な）バーテックス γ(iω, iω′; iν)である。図 11で用いられている既約バーテックス γirr(iω, iω′; iν)

とは異なるので注意。これら局所相関を完全に取り込んだ G̃0 と γ をダイアグラム展開の構成要素として、通常の摂動

論と同様に、自己エネルギーや二体相関関数を計算する（図 20(a)）。これにより空間相関が取り込まれる。こうして求

まった d粒子の物理量は、厳密な関係式を通して元の電子の物理量に変換される。

d粒子を用いた摂動論と第 5節で解説した通常の摂動論との違いを具体的に考えてみよう。図 18(d)のダイアグラムに

対応する磁気揺らぎを媒介とした有効相互作用は図 20(b)で与えられる。このダイアグラムを構成する G̃0と γには局所

16G̃(iω,k) は高振動数極限で通常のグリーン関数のような 1/(iω) ではなく、1/(iω)2 に比例することに注意されたい。したがって、d 粒子のスペ
クトルには物理的な意味はなく、あくまでも計算上の都合で導入したものと解釈すべきである。
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(a) (b)

図 20: 動的平均場理論まわりの摂動展開の概念図。(a)ダイアグラムを構成する要素とその物理的意味。(b)有効相互作

用のダイアグラムの例とそれにより考慮される過程の一例。

相関が完全に取り込まれているので、この有効相互作用には、準粒子（コヒーレント部分）の間の有効相互作用を局在

成分（インコヒーレント部分）が媒介するというような過程が含まれていることになる。コヒーレント部分のみを扱う

通常の摂動論やフェルミ液体論ではこのような過程は含まれない。これがどのような結論をもたらすか、その一例を次

に示そう。

6.3 重い電子超伝導

それではデュアルフェルミオン法を用いた計算例を一つだけ紹介する。第 4.7節で近藤格子模型に動的平均場理論を適

用した結果を紹介したが、量子臨界点近傍における超伝導は局所近似の制約から手付かずのままであった。ここでは超

伝導に関して議論しよう。

結果に行く前に、問題点を整理しておこう。2次元正方格子で最近接ホッピングのみを持つ電子系を考える。まずはハ

バード模型を考えると、ハーフフィリングで反強磁性が起き、そこにキャリアをドープすると dx2−y2 波の超伝導が実現

するというのが銅酸化物高温超伝導のシナリオである。それではハバード U の代わりに、近藤相互作用 J がある場合に

は、同様の超伝導は出現するだろうか。近藤格子でも RKKY相互作用によって反強磁性が起こるので、揺らぎの観点か

らは、ハバード模型と同じ dx2−y2 波の超伝導が予想される。しかし、その揺らぎを生み出す微視的相互作用 U と J は

全く別ものなので、同じ超伝導が実現するかは自明ではない。これは d電子系と f 電子系における超伝導の違いは何か

という基本的な問題意識である。

それでは結果に移ろう。図 21(b)は 2次元近藤格子模型における超伝導と反強磁性を含む相図である。この計算では、

d粒子の自己エネルギーや二体相関関数として、揺らぎ交換近似（FLEX）と同様の梯子型ダイアグラムを考慮している。

J の小さい領域では、ハバード模型と同じ dx2−y2 波（B1g）対称性の超伝導が起こる。しかし、J が大きくなると、そ

れに代わって p波（Eu）対称性を持つ超伝導が実現する。このようにハバード模型と異なる結果になったのはなぜだろ

うか。

これを理解するカギは、第 4.7節で議論した大きいフェルミ面である。図 21(b)の強度プロットは、フェルミ面の囲む

体積（実際は 2次元なのでフェルミ線の囲む面積）からラッティンジャーの定理によって見積もられたバンドの電子数

nFSを表す。弱結合・高温領域（相図の左上）では nFS = ncの小さいフェルミ面（局在状態）、強結合・低温領域（相図

の右下）では nFS = nc + 1の大きいフェルミ面（遍歴状態）になっていることが分かる。この結果は図 16の動的平均

場理論による結果と対応している。図 21(b)において、nFSが大きく変化している領域と超伝導状態の転移が起こってい

る領域が一致している点に注目してほしい。このことから、遍歴・局在の移り変わりが超伝導状態の転移を引き起こし

ていると考えられる。実際、遍歴・局在の連続変化が起こることが重い電子系の特徴であり、ハバード模型との違いで

ある。以上のように、f 電子系では重い電子状態の形成に伴ってフェルミ面が変化するために、予想とは異なる超伝導状

態が実現する場合がある。

149

物性研究・電子版　Vol. 6, No. 1, 061205 （2016年11月・2017年2月合併号）《講義ノート》



(a)

A(k, ω)

(π,0) (0,0) (π,π) (π,0)
(π/2,π/2) (π/2,π/2)

-4

-2

 0

 2

 4

ω

 0  0.5  1

J = 0.8

(π,0) (0,0) (π,π) (π,0)

-4

-2

 0

 2

 4

ω

J = 2.6

(b)
n = 0.84 nFSc

 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3

J

 0

 0.05

 0.1

 0.15

T

 0.84

 1.34

 1.84

Eu
B1g

図 21: デュアルフェルミオン法による 2次元正方格子上の近藤格子模型における (a)一粒子励起スペクトルと (b)超伝

導相図 [59]。伝導電子数 nc = 0.84のハーフフィリング近傍。B1g と Eu はそれぞれスピン一重項の dx2−y2 波と p波の

対称性を持つ超伝導。強度プロットはフェルミ面の囲む体積によって定義される電子数 nFS を表す。丸と点線は反強磁

性相の目安を表す（ハーフフィリングの場合）。図は文献 [7]より。

この計算で得られた p波超伝導はスピン一重項の奇周波数超伝導である。この揺らぎが増強された要因は、中間領域に

おけるフェルミ面の形状と、図 20(b)で表されるインコヒーレントなスピン揺らぎを介した動的な有効相互作用の 2つが

考えられる。ここではこれに関して深入りしないが、詳細は解説 [7]とそこで引用されている文献を参考にしてほしい。

7 おわりに

多体効果を扱う理論は着実に進歩していると思う。磁性と超伝導の理論は、1980年代後半以降の銅酸化物高温超伝導

や重い電子系超伝導の研究で発展し、一定の理解が得られている。それとは別に、1990年ごろから動的平均場理論が広

まり、数値計算手法の発展と計算機の進歩も相まって、モット絶縁体や重い電子状態などに本質的な局所相関効果を議論

することができるようになった。別々に発展したこれらの理論が、最近の研究で統合されつつある。それによって、こ

れまでは夢物語であった重い電子超伝導の一貫した計算（重い電子状態の形成から超伝導の発現まで）に手が届くとこ

ろまで来ている。とはいえ、実際の化合物の性質を議論するには課題も多い。今後解決すべき問題点とそれに対する取

り組みを文献を列挙して紹介しよう。

動的平均場理論の数値計算では、CTQMC法が一般的になっている。CTQMC法の実用上の課題を 2つ挙げておく。

ひとつ目は計算コストの問題である。最も広く使われている混成展開アルゴリズムは、計算時間が軌道の数に対して指数

関数的に増大する。したがって、多軌道系への応用に際しては計算時間を減らすための工夫が必須である。これに関する

取り組みは [25,60,61]がある。もう一つは負符号問題である。こちらが CTQMC法の応用上、最大の障壁であるが、こ

れについては解決の見込みは今のところない。特に、一般的な二体相互作用を持つ多軌道系やクラスター系では負符号問

題は不可避である。ただし、基底の取り方によってある程度軽減できる場合もある。詳細は例えば [25,62]を参照のこと。

超伝導の理論では、RPA（化合物の場合は DFT+RPA法）による結論が最初に知るべき基本的な情報であるが、過

信は禁物である。例えば、最近の鉄系超伝導の研究では、RPAによる初期の計算 [63]とバーテックス補正まで含めた計
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算 [64]では異なった結論を与える。また、同様の計算を U化合物の多極子秩序に適用した例でも、バーテックス補正が

少なからず寄与をする [65]。これらの経験から、特に多軌道系においては、RPAを超えて様々な揺らぎ（スピン・軌道・

電子対など）を対等に扱う必要があると思われる。汎関数繰り込み群法やパルケ方程式等の強相関系への応用は、例え

ば [51, 66–68]がある。

動的平均場理論を超えた理論では、準粒子間の相互作用の役割をするバーテックス γ(iω, iω′; iν)が重要な役割をする。

バーテックスは軌道の添え字を 4つ持つので、多軌道系でこれをまともに扱うことは避けたい。例えば、振動数依存性

の中で重要な部分のみを取り出すのはひとつの手であるが、そのためには、まず γ(iω, iω′; iν)の特性を詳しく知る必要

があるだろう。バーテックスの詳細な扱いは、例えば文献 [67,69]が詳しい。

動的平均場理論では非局所相互作用は平均場近似レベルの扱いになってしまう。平均場近似を超えて非局所相互作用

を扱う理論にデュアルボゾン法と呼ばれるものがある [69–71]。これは、電子のホッピングに起因する非局所性と元々の

ハミルトニアンにある非局所相互作用を対等に扱う理論である。また、これと同じ流れで、スクリーンされて振動数依

存性を持った電子間クーロン相互作用 U(ω)を GW近似によって考慮する理論も発展している [72]。

強相関化合物の多体効果を考慮に入れた電子構造計算を目的としたDFT+DMFT法には、電子相関の二重数えの問題

がある。DFTと DMFTは別々の言葉で表された理論なので、両者で考慮されている電子相関の対応がつかないのが根

本的な問題である。このあいまいさは、エネルギーバンドが複雑な重い電子系化合物に適用した場合に、特に大きな問

題となる。これに関する最近の研究は [73]を参照のこと。

以上、最後はまとまりがなくなってしまったが、多体効果の最前線では試行錯誤を繰り返しつつ様々な理論や技術の

開発が行われている。これに関しては海外に先を越されてしまっている感が否めないが、日本からも新しい潮流が出て

くることを強く願う。

本稿の内容は、以下の方々との共同研究と議論によって得られた理解を元にまとめたものである：（敬称略）倉本義夫、

楠瀬博明、星野晋太郎、播磨尚朝、D. Vollhardt, A. I. Lichtenstein, H. Hafermann。以上の方々に感謝する。また、夏

の学校の講師の機会をくださった野原実教授、藤秀樹教授、播磨尚朝教授と原稿に目を通して有益なコメントをくださっ

た楠瀬博明准教授には特別感謝を申し上げたい。

A 変分原理による動的平均場理論の定式化

動的平均場理論の自己無撞着方程式の導出には様々な方法がある。どれが分かり易いかは人それぞれだと思う。この

ノートでは有効媒質理論（Effective medium theory）と呼ばれる方法で導出する。この導出法は合金（乱雑ポテンシャル

系）を扱う理論である CPA (Coherent Potential Approximation) と呼ばれる理論の相互作用系への拡張になっている。

以下の導出は、いろいろな文献を参考にしてそれを自分なりに解釈してまとめたものなので、元ネタの参考文献を 1つ

だけ挙げるのは難しい。CPAとの関連で例えば文献 [74]が参考になる。

ちなみに、以下の導出の他にはキャビティの方法（cavity method）[18]と呼ばれるものもあり、そちらの方が一般的

であると思う。また、やや進んだ導出法として、第 6.1節の自己エネルギー汎関数法 [53, 54]や第 6.2節のデュアルフェ

ルミオン法 [50,57]もある。これらの理論は動的平均場理論の拡張理論であるが、より広い視点からの極限として動的平

均場理論を導出することにより、一歩進んだ理解ができると思う。

A.1 （静的）平均場近似

変分原理は近似理論の構築において非常に有益である。動的平均場理論に入る前に、イジング模型の平均場近似を例

にとり、変分原理を確認しよう。イジング模型のハミルトニアンHIsing = I
∑

⟨i,j⟩ σiσj を考える。よく知られているよ

うに、σi = ⟨σi⟩+ (σ − ⟨σi⟩)と書き表し、平均値からのズレを表す右辺の括弧部分に関する 2次の項を無視するという

のが平均場近似である。

これを別の見方をする。まず未知の量mを導入し、σi = m+ (σi −m)と表す。最終的にはm = ⟨σi⟩となるが、ここ
ではmは任意の数とする。当然、模型を厳密に解けば答えはmに依らないが、近似を導入すると結果がmに依存するよ

うになる。(σi −m)の 2次の項を無視すると、mに依存した平均場ハミルトニアンHMF(m) = zIm
∑

i σi +(N/2)zIm2

が得られる。ここからmをパラメーターとして含む自由エネルギー FMF(m) が求まる。停留条件 ∂F (m)/∂m = 0を課

すと、平均場近似における自己無撞着方程式m = tanh(βzIm)が得られる。右辺がHMFから計算される σiの平均値の

表式と一致することから、未知定数として導入したmが ⟨σi⟩として意味を持っていたことが分かる。
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以上の手順をまとめると、まず適当なパラメーターを導入してハミルトニアンを書き換える。次に、そのパラメーター

を含んだまま近似を適用し、解ける模型に落とす。最後に、自由エネルギーの停留条件からパラメーターを決定する。こ

こでは一つのパラメーターm、あるいは同じことであるが平均場 heff = zImを導入したが、代わりに時間依存する局所

場を導入して最適化するのが動的平均場近似である。

A.2 有効媒質

経路積分表示を使う。変分原理による導出以外にどのような導出をするにしても、動的平均場理論の定式化には経路

積分表示が必須だと思う。分配関数 Z はグラスマン数 c, c̄の積分によって

Z =

∫ ∏
i

Dc̄iDcie
−S{c̄,c} (28)

と表され、作用 S は

S{c̄, c} =

∫
dτdτ ′

∑
ij

c̄i(τ)
[
−G−1

0 (τ − τ ′)
]
ij
cj(τ

′) +
∑
i

Sint{c̄i, ci} (29)

で与えられる。G0は自由粒子のグリーン関数でG−1
0 (iω,k) = iω− ϵk を時間・空間に関してフーリエ変換したものであ

る。Sintは局所的な相互作用を表す項である。記述を簡単化するため、関数 ci(τ)を形式的にベクトル ciで表し、上式を

S{c̄, c} =
∑
ij

c̄i(−G−1
0 )ijcj +

∑
i

Sint{c̄i, ci} (30)

のように表すことにする。G0 は虚時間依存性に関して行列になっていると解釈する。

今、各サイトにおける相互作用 Sint の効果を、ある一体のポテンシャルに押し込めることを考える。この考え方はス

ピン系の平均場近似と似ているが、スピン系の平均場が静的な場（磁場）であるのに対して、ここでは動的な場を考え

る。この一様な動的場を有効媒質と呼ぶ。動的ポテンシャルを Σ(iω)で表すと、ポテンシャルによる補正を受けた格子

系のグリーン関数 Gは

G−1(iω,k) = G−1
0 (iω,k)− Σ(iω) (31)

となる。この式から Σは波数依存性を無視した自己エネルギーとしての意味を持つことが分かる。Σが有効不純物模型

の自己エネルギーとして求まることは後ほど示されるが、ここでは任意の関数である。全系の作用 S をGを使って書き

換えると

S{c̄, c} =
∑
ij

c̄i(−G−1)ijcj︸ ︷︷ ︸
Smed

+
∑
i

(Sint{c̄i, ci} − c̄iΣci) (32)

となる。この表式を式 (28)の分配関数に代入すると

Z = Zmed

⟨
e−

∑
i(Sint{c̄i,ci}−c̄iΣci)

⟩
med

(33)

と書き換えられる。ここで、Zmed は作用 Smed で表される系の分配関数、⟨· · · ⟩med は Smed に関する平均を表す。

ここで近似をする。式 (33)の指数部分を展開すると、Sint{c̄i, ci}Sint{c̄j , cj} · · · のように異なるサイトの相互作用の
積が現れるが、このような項を無視し、同一サイトの相互作用の積のみを残すことにする。これは物理的には、非局所

的な相関効果を無視することに対応する。以上の近似は、平均 ⟨· · · ⟩medの中で使われるグリーン関数Gをその局所成分

Gii で置き換えることによって記述でき、このとき分配関数は

Z ≈ Zmed

∏
i

⟨
e−

∑
i(Sint{c̄i,ci}−c̄iΣci)

⟩
i
≡ Zmed

∏
i

Zimp

Zi
(34)

となる。最後の表式の Zi は Zi =
∫
Dc̄iDcie

−c̄i(−Gii)
−1ci で定義される。Zimp =

∫
Dc̄iDcie

−Simp は相互作用を含む項

で、Simp は

Simp{c̄i, ci} = c̄i(−G−1)ci + Sint{c̄i, ci} (35)
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で定義される。ここで G は

G−1 = (Gii)
−1 +Σ (36)

である。この式は、有効媒質中のグリーン関数から、ある注目するサイトでのポテンシャルを取り除くことを意味する。

そのため、G はキャビティ（空洞）グリーン関数と呼ばれる。
式 (35)の Simp は不純物アンダーソン模型の作用に他ならない。これを確認するためには、ci を局在電子を表す f ま

たは dと読み替え、さらに G を G(iω)−1 = iω − ϵf −∆(iω)と表す。そうすると、∆(iω)が媒質との混成効果としての

意味を持ち、不純物アンダーソン模型になっていることが確認できる。

A.3 変分原理

ここまでは Σ(iω)を任意の関数としてきた。式 (33)の分配関数を厳密に評価することができれば結果は Σに依らない

が、実際は式 (34)の近似のために結果は Σに依存する。この近似の元での最適な Σの条件は変分原理から導くことが

できる。そのために、自由エネルギー Ω = −(1/β) lnZ を以下のように書き下す：

βΩ[Σ] = βΩmed −
∑
i

βΩi +
∑
i

βΩimp (37)

ここで、Ωが Σの汎関数であることを強調するため、左辺のみ引数を露わに書いた。右辺の最初の 2項はそれぞれ分配

関数 Zmed と Zi に対応する自由エネルギーで、それらは 1体問題なので

βΩmed = −Tr lnG−1 (38)

βΩi = −Tr lnG−1
ii (39)

のように解析的に求まる。一方、βΩimp = − lnZimp は多体問題なので解析的には求まらない。

δΩ/δΣ の計算を各項ごとに見ていこう。まず、Ωmed の微分は G の定義式 (31) を使うと、δΩmed/δΣ = TrG と計

算できる。次に、Ωi を微分する際には式 (36) を使って Gii を Σ と G で置き換え、G が Σ に依存することに注意す

ると、δΩi/δΣ = TrGii(1 − δG−1/δΣ) と計算できる。最後に、Ωimp の微分は G−1 の微分に書き換えることにより、

δΩimp/δΣ = −TrGimp(δG−1/δΣ)と求まる。ここで、Gimp は有効不純物模型 Simpのグリーン関数 Gimp = ⟨c̄ici⟩impで

ある。以上をまとめると、Ωの変分は

0 =
δΩ

δΣ
= Tr(Gii −Gimp)

δG−1

δΣ
(40)

と計算され、これより動的平均場理論の自己無撞着条件

Gii = Gimp (41)

が得られる。

最後に、有効媒質中の動的ポテンシャルとして導入した Σが有効不純物模型の自己エネルギー Σimpと一致することを

確認しよう。まず Σimpは定義から Σimp = G−1 −G−1
impである。一方、Gの定義式 (36)と自己無撞着条件 (41)を使うと

Σ = G−1 − (Gimp)
−1 = Σimp (42)

となり、不純物模型の自己エネルギーが系全体の自己エネルギーと一致することが確認できる。
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