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Mott絶縁体転移の近傍にある光格子中の超流動 Bose原子気体は、独立な集団励起モードとし
て、秩序変数の位相ゆらぎに対応した Nambu–Goldstoneモードと、振幅ゆらぎに対応した Higgs

モードをもつ。後者のモードは素粒子物理学におけるHiggs bosonの類似物であり、その出現には
超流動・絶縁体転移近傍における有効的な Lorentz対称性の発現が関係している。本論文では、有
限温度の 3次元系におけるこれら二つの集団励起モードの減衰を研究する。減衰の性質を調べる
ために、Bose–Hubbard模型のMott転移点近傍における有効模型である単一イオン異方性をもつ
S = 1XY模型に対して場の理論の方法を適用し、それぞれのモードの減衰率を量子補正の最低次
までの範囲で計算する。系の平均充填率は十分に大きな整数であると仮定する。解析の結果とし
て、Higgsモードが、超流動・常流動転移温度以下の有限温度において、過減衰にならない程度の
大きな減衰率を持つことを示す。また、Higgsモードの減衰率が温度の増加に対して単調に増加す
ることを示す。さらに、Nambu–Goldstoneモードが、超流動・常流動転移温度以下の有限温度に
おいて、過減衰になる程急峻に減衰するようなパラメータ領域を持つことを示す。減衰のこのよ
うな振る舞いに対して、エネルギー・運動量保存則の観点から物理的な描像を与える。
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1 導入
1.1 光格子中の冷却 Bose原子気体

2002年の超流動・Mott絶縁体量子相転移の観測以来 [1]、光格子に閉じ込められた冷却 Bose原
子気体の系が注目を集めている [2]。この系は周期的な光格子上を他の粒子と相互作用しながら運
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動する Bose粒子の集団であり、格子間の原子の遷移確率や原子間の相互作用の強さはレーザーの
変調により高い精度で調整可能である。このような利点からこの系は制御性のよい強相関 Bose粒
子系の研究舞台を与え、ゆらぎ間の強い相関と Bose統計性とが複雑に絡みあって生まれる非自明
な物理現象の探索に用いられる。
光格子中の Bose原子気体のような多体系の熱力学的・動力学的な性質を理解するための第一段
階は、その系がもつ低エネルギーの素励起を理解することである。光格子中の Bose原子気体は、
基底状態として実現する状態に対応して、異なるタイプの素励起を励起スペクトルの低エネルギー
セクターに持つ。例えば十分に深い超流動相 (いわば、弱相関の超流動状態)においては、自発的に
破れた対称性の回復モードである Bogoliubovモード [3](長波長領域では、Nambu–Goldstoneモー
ド [4, 5]とも呼ばれる)が、一方で十分に深いMott絶縁相においては、平均充填率からのずれであ
る粒子・正孔励起が低エネルギーの素励起として存在する。これらの素励起は実験的に観測され
ており [6, 7]、理論的な側面からも十分に理解されている。

1.2 Mott転移近傍における超流動体の素励起

このような光格子中のBose原子気体の系が示す素励起に関する研究の一つの発展として、近年、
Mott絶縁体転移近傍における超流動 Bose原子気体の素励起が注目を集めている [8, 9, 10]。Mott

転移近傍では粒子・正孔対称性に由来した創発的な Lorentz対称性の発現により [11]、十分に深い
超流動状態のときには存在しなかった新しいタイプの低エネルギーの素励起が出現する。これを
見るために超流動秩序とその励起状態の記述について簡単に復習しよう。光格子中の Bose原子気
体の系 (スピンなどの内部自由度を持たないとする)で実現する超流動状態はU(1)対称性の自発的
に破れた秩序状態であり、それは一般に複素数の秩序変数で特徴付けられる。秩序変数は振幅と
位相の自由度をもち、超流動相の上に立つ低エネルギーの素励起はこれらの自由度の微小な時間
的・空間的変調に対応する (図 1を参照)。位相の自由度の変調は集団的な密度ゆらぎに対応してお
り、連続対称性の破れに付随するギャップレスな Nambu–Goldstoneモード (以下、NGモード)で
ある [4, 5]。このタイプの素励起はMott転移点近傍ではもちろんのこと、Mott転移点から離れた
ときにも低エネルギーの集団励起モードとして存在する。一方で、振幅の自由度の変調は凝縮体
密度の変調に対応しており、転移点の直上を除けば有限のエネルギーギャップを持った集団励起
モードである。このモードは素粒子物理学におけるHiggs boson[12]が従う古典的な運動方程式と
同様の方程式に従うことから Higgsモードと呼ばれる [8, 13]。HiggsモードはMott転移点から十
分に離れた超流動体中では高い励起エネルギーを持つ 1粒子励起となっており、低エネルギー励起
のみに着目する限りは出現しない。しかし、Mott絶縁体になりかかった超流動体においては、転
移点近傍における有効的な粒子・正孔対称性から秩序変数の従う運動方程式が相対論的な非線形
Klein–Gordon方程式 (時間の 1階微分項は持たず、代わりに時間の 2階微分項を持つ)になるため、
それは NGモードと直交する独立な低エネルギーの集団励起モードとして現れる (2.1節も参照)。

Higgsモードの重要な特徴の一つはその普遍性である。Higgsモードは粒子・正孔対称性を持つ
連続対称性を自発的に破った系で、特にその秩序変数のダイナミクスを定める有効理論が相対論
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的な Ginzburg–Landau型作用で与えられるような系において普遍的な集団励起モードとして存在
する [8]。実際、冷却 Bose原子気体の系のみならず、多くの凝縮系においてそれが存在する可能
性が提案されている。例えばそのような系として、光格子中の冷却 Bose原子気体 [9, 10]、超伝導
体 (NbSe2[14, 15, 16]、Nb1−xTixN[17, 18, 19, 20])、CDW物質 (K0.3MoO3[21, 22]、TbTe3[23, 24])、
反強磁性体 (TlCuCl3[25]、KCuCl3[26])、そして超流動 3He-B相 [27, 28]などが挙げられる。

図 1: HiggsモードとNambu–Goldstoneモードの概念図。それぞれのモードは、秩序変数Ψ = |Ψ|eiϕ

の振幅 |Ψ|と位相 ϕの変調に対応する。Vは古典的なメキシカン・ハット型のポテンシャルである。

1.3 冷却原子気体におけるHiggsモードの観測

Higgsモードを冷却 Bose原子気体の系において観測する試みがなされており、注目を集めてい
る。ここでは代表的な実験として、Endresたちによる 2次元系における光格子振幅の時間変調を
用いた探索 [9]、および Bissbortたちによる 3次元系における 2光子 Bragg散乱を用いた探索 [10]

を簡単に紹介しよう。
Endresたちの実験 [9]では、2次元の光格子系において顕微鏡を用いたHiggsモードの観測が試
みられた。この実験では、原子の冷却に用いられるトラップの中心からある一定の領域にわたっ
て、系の平均原子数密度がある整数 (文献 [9]では一サイト当たり一個)となるように超流動原子
気体を用意し、光格子の振幅の外的な変調に対する系の温度上昇を顕微鏡を用いて観測すること
により、Higgsモードの応答の立ち上がりを調べた (図 2を参照)。観測された立ち上がりの周波数
はHiggsモードの質量であるHiggsギャップの理論値と一致する。この結果はHiggsモードを完全
に観測したと断定するには十分でないものの、Higgsモードの存在する可能性を示唆している。

Bissbortたちの実験 [10]では、3次元の超流動 Bose原子気体の系に対して、2光子 Bragg散乱
分光法によりHiggsモードの観測が試みられた。Gutzwiller法による結果 [10]との比較からHiggs

モードと解釈できるようなピークらしきものが実験結果に現れており、それは非線形応答による
短波長領域のHiggsモードの励起に対応すると考えられているが [9]、その詳細の正確なところは
あまりわかっていない。
このような現状から、理論研究の分野においては、Higgsモードが実験系において well-defined

なピークとして観測可能かどうかに興味が集まっている。もしHiggsモードがwell-definedなピー
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図 2: 実験 [9]において観測された Higgsモードの応答の立ち上がりの概形。横軸は、光格子の振
幅に加えられる外的な変調の振動数 νmodであり、縦軸は、変調の結果としての系の温度上昇であ
る。十分に小さい外的な変調振動数 νmodに対しては目立った温度上昇は観測されず、ある閾値以
上の大きさになって初めて系の温度が大きく立ち上がる。温度上昇は系にエネルギーギャップの
ある励起状態が生成されたことを意味し、すなわちHiggsモードが励起されたことを示す。hν0は
Higgsギャップの観測値である。ここで、hは Planck定数である。

クをスペクトル関数中に持たないならば、すなわち過減衰であるならば、Higgsモードは原理的に
観測することができない。Higgsモードがどれほど不安定であるかを理論的に調べ、原理的に観測
が可能かどうかを明らかにすることは、Higgsモードに対する実験系に結びついた理解を得るため
に必要である。
冷却原子系における Higgsモードの減衰の性質 (減衰特性)は、Altmanと Auerbachにより先駆
的に研究された [29]。彼らは絶対零度における Higgsモードの減衰振動の問題を摂動的な手法に
基づいて解析した。その結論によれば、絶対零度におけるHiggsモードは、2次元系において過減
衰であり、3次元系において少なくとも過減衰でない。これらの結論は他の類似する方法でも示す
ことができ、例えば 2次元ではラージ N展開の方法に基づいた研究 [30]がすでにあり、3次元に
おいても摂動的繰り込み群の方法を用いれば示せると報告されている [31]。
摂動論による結論からは 2次元系の Higgsモードは過減衰であることが帰結されるので、もし
これが正しいならばHiggsモードは 2次元系において観測できないことになる。しかしながら、摂
動的な手法は様々な近似を含んでおり、近似による人為的な要因が Higgsモードを過減衰にして
いる可能性がある。このような事情が一つの要因となって、これまでの Higgsモードの減衰の性
質に関わる理論研究では、絶対零度の 2次元系における Higgsモードの減衰特性に興味が集中し
ていた。特に、2次元系に対しては量子モンテカルロの方法 [32, 33, 34]や汎関数くりこみ群の方
法 [35]といった強力な非摂動的数値計算手法が現実的に応用できるので、これらを用いた減衰特
性の研究が行われてきた。数値解析の結果からは絶対零度の 2次元系における Higgsモードが系
のスペクトル関数中にwell-definedなピークとして出現することが帰結される。この事実は、2次
元系の Higgsモードが実は過減衰でないことを示している。また、これらの数値解析からの帰結
は、Higgsモードが実験的に観測できる可能性を与えると同時に、Higgsモードの減衰現象の非摂
動的な側面を示唆している。
以上で見たように、絶対零度における Higgsモードは、2次元系と 3次元系において過減衰で
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はない。しかしながら、現実の実験系が不可避的に有限温度であることから来る有限温度効果に
より、Higgsモードが過減衰になる可能性も考えられる。したがって、有限温度効果まで考慮した
Higgsモード減衰特性の研究が次に必要とされることである。2次元系においては、量子モンテカ
ルロ法を用いてこのような有限温度効果の記述がなされており、その結果によれば、超流動・常流
動転移温度程度の有限温度であってもHiggsモードはwell-definedなピークを持つことが確かめら
れている [32, 34]。一方で、3次元系に対しては、2次元系の解析において強力な手法であった量
子モンテカルロ法を適用することが実際上困難であるので、その有限温度効果に関しては未だに
非自明な問題として残っている。このような現状から、有限温度の 3次元系における Higgsモー
ドの減衰現象に対して、標準的な近似法に基づいた有限温度効果を記述する理論が必要である。

1.4 Higgsモードとの結合が引き起こすNambu–Goldstoneモードの新奇な振る舞い

Higgsモードに関するこれまでの研究では、その観測可能性や臨界性のようなHiggsモードそれ
自身の静的・動的性質が注目されてきた。その一方で、近年、もう一つの独立な励起モードであ
るNGモードの性質に、Higgsモードの存在に由来した特徴的な振る舞いが現れることが注目を集
めつつある。一般に、系が低エネルギーの集団励起モードの一つとしてHiggsモードを持つとき、
NGモードは、NGモードそれ自身だけでなく、Higgsモードとも相互作用する [30]。このような
Higgs–NG相互作用は、NGモードの振る舞いを著しく変化させ、興味深い動的な現象を引き起こ
す。例えば、局所的に束縛された Higgsモードがそこへ入射してくる NGモードと相互作用する
ことによって、NGモードの遷移振幅に Fano共鳴現象が現れることが理論的に示されている [36]。
この種の多体現象はあまり例が知られていないことから、更なる理論研究を行うことでHiggsモー
ドに起因した新しい NGモードの振る舞いが見出されることが期待される。

1.5 本論文の目的

以上で述べたことをまとめると、まず 3次元系におけるHiggsモードの減衰特性に対する有限温
度効果の記述が必要とされている。また、最近の理論研究から、NGモードの性質にもHiggsモー
ドとの相互作用に由来する興味深い現象が起きることが知られているので、更なる研究により新
しい例が見出されることが期待されている。このような現状をふまえて、本論文では、3次元光格
子中の Bose原子気体の系におけるHiggsモードとNGモードの減衰を、特にその有限温度効果に
着目して研究する。この目的のために、HiggsモードとNGモードの減衰率を有限温度において計
算し、そのMott絶縁体転移点近傍における振る舞いを理解する。解析手法としては、光格子中の
Bose原子気体を記述する Bose–Hubbard模型の、Mott転移点近傍における有効模型である単一イ
オン異方性を持った S = 1XY模型に基づいた解析 [29]を用いる。この手法では平均場の上に生じ
るスピン波励起に関するHolstein-Primakoff展開を用いるが、本論文では有限温度の 3次元系に着
目するので、この手法は正当性を失わない。有効模型に対して有限温度の場の理論の方法を適用
し、1-loop(2次摂動)の範囲内で各モードの自己エネルギーを計算することで各モードの減衰率を
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求める。得られた減衰率に対する表式に対して、長波長近似に基づいた解析的な積分評価と数値
的な積分評価を行うことで、転移点近傍の減衰の性質を議論する。

1.6 本論文の構成

本論文は以下のように構成される。第 2章では、第 3章以降の議論の準備として、光格子中の
Bose原子気体の系を記述する Bose–Hubbard模型、およびそのMott転移近傍における有効模型を
導入する。第 3章では、集団励起モードの減衰を解析する手法を解説する。第 4章では、第 3章で
導いた減衰率の場の理論的表式を用いて、有限温度におけるHiggsモードの減衰を議論する。第 5

章では、第 4章と同様に、第 3章で導いた減衰率の場の理論的表式を用いて、有限温度における
NGモードの減衰を議論する。第 6章では、全体のまとめが与えられる。第 7章では、本研究の今
後の展望について述べる。

2 模型

この章では、光格子中の Bose原子気体を記述する模型を導入する。2.1節では、系を強束縛近
似の範囲でよく記述するBose–Hubbard模型について紹介する。それが示す顕著な性質のうち、特
に本研究と関わりのある超流動・Mott絶縁体量子相転移、超流動体の素励起と転移のユニバーサ
リティクラス、そして整数充填率の系がMott絶縁体転移の兆候を示すときに現れる粒子・正孔対
称性について最小限の解説を行う。2.2節では、Mott絶縁体転移近傍における超流動の性質を有効
的に記述する単一イオン異方性を持つ S = 1XY模型を導出する。この有効模型は Bose–Hubbard

模型がもつ高エネルギーのゆらぎの自由度を無視することで導かれるが、それを系統的に行うた
めの手法として Schwinger bosonの方法を用いる。

2.1 Bose–Hubbard模型

本論文では、3次元光格子中の Bose原子気体の系を研究する。系を構成する原子気体はスピン
などの内部自由度を持たないとし、光格子の形状は立方格子であるとする。
光格子が強束縛近似が妥当である程度の充分な深さを持つとき、Bose原子気体の振る舞いはい
わゆる Bose–Hubbard模型

H = −J
∑
〈i, j〉

(a†i a j + h.c.) +
U
2

∑
i

ni(ni − 1) − μ
∑

i

ni (1)

で記述される [2, 37]。ここで、ai (a†i )はサイト iにおいて Bose原子を消滅 (生成)する演算子であ
り、ni = a†i aiはサイト iにおける粒子数の演算子である。記号 〈i, j〉は隣接するサイトの組を表す。
右辺の各項を特徴付ける J、U、そして μは、それぞれ隣り合うサイト間の原子の遷移振幅、単一
サイトを複数の原子が占有したときに働くオンサイト相互作用エネルギー、そして化学ポテンシャ
ルである。この模型は、元々電子系における金属・絶縁体転移のアナロジーとしての超流動・絶
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縁体転移の臨界性を研究する目的で考案された [37]。冷却原子気体の系で実現される以前は、多
孔質媒質中の 4Heや Josephson接合した粉体超伝導などの固体系が現実の対応物であった。冷却原
子系での実現は 1998年に Jakschらによって提案された [38]。
光格子系では、光格子の深さの調整、および磁気的・光学的 Feshbach共鳴を利用した原子の散乱
長の調整 [39]により、パラメータ JとUを高い精度で実験的に制御することができる。パラメー
タが光格子の深さや散乱長にどのように依存するか見てみるために、3次元立方格子の場合に準古
典理論の範囲内で計算された表式を引用しよう [2]。それは

J
ER
=

4√
π

s
3
4 exp(−2

√
s), (2)

U
ER
=

8

π

as

a
A3

I (s)3BI (3)

で与えられる。ここで、ERは反跳エネルギー、asは s波の散乱長、(AI , BI) = (
√
π/2, 1/4)は定数、

aは格子間の間隔、s = V0/ER は光格子の深さ、V0 は光格子を作る周期ポテンシャルの強さであ
る。表式から明らかなように、U は光格子の深さ sに対してべき関数的な振る舞いを示し、一方
で Jは指数関数的な振る舞いを示す。よって光格子の深さを調整することで U/Jの絶対値を、オ
ンサイト相互作用項が支配的な領域 (|U/J| � 1)からトンネリング項が支配的な領域 (|U/J| � 1)

まで調整することができる。さらに U の表式が散乱長 asを含むことから、これを Feshbach共鳴
を利用してその符号と強さを調整することができる。このような自由度は光格子系に特有のもの
であり、光格子系を記述する模型としてのBose–Hubbard模型は広いパラメータ領域を持つことが
わかる。

2.1.1 超流動・Mott絶縁体転移

Bose–Hubbard模型が示す特徴的な性質の一つは、充填率が整数であるときに絶対零度において
起こる超流動・Mott絶縁体量子相転移である。U/(zJ)(zは配位数)が十分に小さいとき、各サイト
において粒子数は確定せず、系は超流動状態にある。この状態は粒子が格子全体にわたって遍歴す
る状態を表す。次に、徐々にU/(zJ)を大きくし、ある閾値 (相境界)を越えたとすると、粒子が動
き回るよりもそれぞれのサイトにとどまった方がエネルギー的に得であるような状態となる。こ
のとき、系の各サイトにおいて局所的な粒子数は確定しており、各サイトに原子が局在している
状態である。このような系に対する密度ゆらぎの生成には有限エネルギーが必要であり、任意に
小さいエネルギーで密度ゆらぎを生成できないという意味で系は非圧縮である。したがって、系
は超流動状態から絶縁体状態へと相転移したことがわかる。このように、粒子間に働く相関によ
り粒子がそれぞれのサイトに局在し、系が絶縁化している状態をMott絶縁体状態と呼ぶ。このよ
うな量子相転移は、光格子中の Bose原子気体の系において実験的に観測されている [1]。

Bose–Hubbard模型の絶対零度における相図を概念的に示したのが図 3である。超流動・Mott絶
縁体転移に対応する相境界は、図 3に示したように、山の形状をしたMott相が超流動相の上に並ん
だような構造をしている。それぞれの山のちょうど頂点 (Mott頂点と呼ぶ)から横軸に水平方向に
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わたって、系の平均粒子数密度は整数となる。この相境界は、近似的な手法ではサイト分断平均場
近似法 [40]やGutzwiller変分法 [41]により、厳密な数値計算手法では 3次元系と 2次元系に対する
量子モンテカルロ法 [42, 43]や 1次元系に対する密度行列繰り込み群法 (DMRG)[44, 45]により求
めることができる。相転移の種類は、整数充填率の 1次元系が示すBerezinskii–Kosterlitz–Thouless

転移 [46]を例外とすれば、2次転移である。

図 3: 絶対零度における Bose-Hubbard模型の相図の概念図。縦軸は化学ポテンシャルであり、横
軸はトンネリング変数である。ここではそれぞれオンサイト相互作用でスケールされている。n̄は
ある整数である。

2.1.2 超流動体の素励起と臨界現象のユニバーサリティクラス

本論文では超流動相における集団励起が主要な興味の対象である。以下では、超流動相におけ
る素励起をMott転移の相境界から十分に遠い領域と十分に近い領域の二つに分けて考察しよう。
相境界から十分にはなれた所の超流動状態、すなわち弱相関の超流動状態はよく知られたGross–

Pitaevskii方程式

i�
∂

∂t
Φ(x, t) =

{
−∇

2

2m
+ V(x, t) + g|Φ(x, t)|2

}
Φ(x, t) (4)

で記述される [47, 48]。ここで、Φ(x, t)は凝縮体波動関数、V(x, t)は外場のポテンシャル、そして
gは 2粒子間の相互作用を特徴付ける結合定数である。以下では � = 1であるとする。この方程式
を線形化して得られる素励起のスペクトルは

E(k) =
√
εk(εk + 2gn), εk =

k2

2m
(5)

であり、ギャップレスである。nは平均粒子数密度である。この分散関係をもつ素励起は長波長領域
では音波のように振る舞うが、短波長領域ではあたかも自由粒子のように振る舞う。このような分散
関係を持つ素励起はBogoliubov励起と呼ばれる。このBogoliubov型スペクトルは、Bose–Hubbard

模型 (1)に対して Bogoliubov近似を施すことによっても導出できる [40]。
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Gross–Pitaevskii方程式やBogoliubov近似はMott絶縁相への相転移を予言しないので、相境界近
傍の強相関領域にある超流動の性質は別の方法で記述する必要がある。超流動相からMott絶縁相へ
の相転移が 2次転移であることから、その相境界近傍の超流動の振る舞いは次のGinzburg–Landau

型の有効作用で記述される [11]。

SGL =

∫ 1/T

0

dτ
∫

dDx
{
K1Ψ

∗(x, τ)∂τΨ(x, τ) + K2|∂τΨ(x, τ)|2

+K3|∇Ψ(x, τ)|2 − r|Ψ(x, τ)|2 + u
2
|Ψ(x, τ)|4

}
(6)

ここで、τは虚時間方向への自由度を表す変数であり、Ψ(x, τ)は超流動秩序変数である。Boltzmann

定数 kBは 1であるとした。K1と K2はそれぞれ時間の 1階微分項と 2階微分項を特徴付ける。そ
して、K3は運動項を、rは質量項を、uは有効作用の非線形性を特徴付ける。超流動相とMott絶
縁相の間の相境界は r ≡ 0の条件から定められる。ここで K1が

K1 =
∂r
∂μ

(7)

で与えられることに注意しておこう。
Mott頂点を除いたMott領域の上側の境界と下側の境界では、相境界の形から明らかに K1 � 0

であり、そのときの有効作用はGalilei対称性を持っている。したがって、相転移の前兆として起き
る臨界現象の動的臨界指数は z = 2である。また、種々の臨界指数の計算をすればわかるように、
その相転移のユニバーサリティ・クラスは希薄 Bose気体転移に分類される [49]。有効作用を線形
化することで素励起の分散関係を導くと、それは Bogoliubov型のスペクトル (5)と同じ形を持つ。
その一方で、Mott頂点においてはK1 = 0であり、有効作用の対称性がGalilei対称性からLorentz

対称性に持ち上がるため、K1 � 0のときとは本質的に異なる振る舞いを示す。実際、K1 = 0とし
たときの有効作用 (6)は

SGL =

∫ 1/T

0

dτ
∫

dDx
{
K2|∂τΨ(x, τ)|2 + K3|∇Ψ(x, τ)|2 − r|Ψ(x, τ)|2 + u

2
|Ψ(x, τ)|4

}
(8)

という形を持つ。この有効作用は明らかに Lorentz対称性をもっており、したがって動的臨界指数
は z = 1となる。そして、その相転移のユニバーサリティ・クラスは、(d + 1)次元古典XY模型と
同じである [37]。有効作用を変分することで得られる鞍点の方程式は非線形Klein-Gordon方程式
である。

K2∂
2
τΨ(x, τ) − rΨ(x, τ) + u|Ψ(x, τ)|2Ψ(x, τ) = 0 (9)

この方程式を、(τ→ itと解析接続し、解として平面波解を考えたとして)場の定常解Ψ0(x, t)まわ
りの微小なゆらぎΨ(x, t) −Ψ0(x, t) = Ueip·x−iωt −Ve−ip·x+iωtについて線形化すると、二つのデカッ
プルした固有振動モード ( fp, fa) = (U +V,U −V)の存在がわかる。その固有エネルギーは

Ep =

√
K3

K2
|k|, Ea =

√
Δ2

a +
K3

K2
|k|2, Δa =

√
2r
K2

(10)
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で与えられる。この表式からわかるように、固有モード faは Δaだけのエネルギー・ギャップを持
つ。このようなギャップの開いた固有振動モードは、簡単な計算から秩序変数の振幅自由度のゆら
ぎに対応していることがわかり、Higgs振幅モードと呼ばれる。一方で、ギャップレスな固有モード
fpは、秩序変数の位相自由度のゆらぎに対応したモードであり、Nambu–Goldstone(NG)位相モー
ドと呼ばれる。このモードは長波長領域の Bogoliubovモードと同じ形の分散関係を持つ。このよ
うに K1 = 0の場合は、系は低エネルギーの集団励起モードとしてギャップフルな Higgsモードを
持つので、その点で K1 � 0の場合と本質的に異なる。

図 4: 基底状態の相図から読み取れる粒子励起と正孔励起のエネルギー。点線はちょうどMott頂
点を通る。頂点近傍では相境界が二次関数のようになることから、これら二つのエネルギーは同
じになる。つまり、粒子・正孔対称性が発現する。

2.1.3 粒子・正孔対称性

Higgsモードの出現は、K1 = 0を満たすMott頂点が粒子・正孔対称性を持っていることに起源
を持つ。Mott頂点が粒子・正孔対称性を持つ理由を理解するため、ここでMott絶縁相における素
励起を考えよう。Mott絶縁相における素励起は、有限のエネルギー・ギャップを持った 1粒子励起
と 1正孔励起の 2種類である。Mott頂点から水平方向に直線を引いたとして、その直線から上側
の相境界までの距離は 1粒子励起エネルギー ΔEpに等しく、他方下側の相境界までの距離は 1正
孔励起エネルギー ΔEhに等しい (図 4参照)。Mott頂点に近い所では、相境界が頂点を中心として
二次関数的な形状を持ち、したがってこの点の近傍では ΔEp = ΔEhである。このとき、粒子と正
孔の入れ替えに対して系のエネルギーは変化しないので、系は粒子・正孔対称性を持つ。図 4の
点線に沿って系を超流動相へ近づけていくと、ΔEp = ΔEhを満たしながらそれぞれのギャップが
徐々に閉じていき、ちょうどMott頂点において両方のギャップが閉じる。Mott頂点近傍の超流動
相において、ギャップレスになった粒子励起と正孔励起が対称的あるいは反対称的に結合すること
で、それぞれ Higgsモードと NGモードになるのである。もし仮に ΔEp = ΔEhが満たされないよ
うにMott絶縁相から超流動相へ相転移させたとすると、そのときにはいずれか一方のギャップの
みが閉じているので、結果として一つのギャップレスなNGモードしか出現しないのである。この
ように、Higgsモードの出現には粒子・正孔対称性が重要であることがわかる。今の場合、粒子・
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正孔対称性は K1 = 0と等価であり、有効作用が素励起として NGモードとデカップルした Higgs

モードを持つ条件と一致する。
以上の議論をまとめよう。Mott頂点における粒子・正孔対称性が起源となって、系の低エネル
ギーの集団励起モードとして、ギャップレスな NGモードに加えて、ギャップフルな Higgsモー
ドが出現することがわかった。次に、Mott転移点近傍における低エネルギーの物理を記述する
Bose–Hubbard模型の低エネルギー有効模型の議論に移ろう。

2.2 Mott転移点近傍における低エネルギー有効模型

本節では、充填率が n̄のMott頂点の近傍に着目し、その領域の低エネルギーの物理を記述する
有効模型を導く。有効模型の導出は、Bose–Hubbard模型で記述される系のHilbert空間から高エネ
ルギーのゆらぎの自由度を無視することで行われる。この方法は Altmanと Auerbachにより発展
され、臨界点近傍における秩序変数の緩和ダイナミクスの研究に用いられた [29]。この有効模型
が本研究で行われる解析の出発点となる。
導出に取りかかる前に、2.1節で導入したBose–Hubbard模型 (1)の化学ポテンシャルの原点を n̄番
目のMott頂点の位置から測るように再定義する。これは、化学ポテンシャルを単にμ+U(1/2−n̄)→
δμと定義し直すことで行われる。Bose–Hubbard模型は、重要でない定数項は無視して、

H = −J
∑
〈i, j〉

(a†i a j + h.c.) +
U
2

∑
i

(ni − n̄)2 − δμ
∑

i

(ni − n̄) (11)

という形に書き直される。δμはMott頂点の位置に対応した値から測ったときの化学ポテンシャル
である。第 2項と第 3項の形を見ればわかるように、これらは偏差 Δni = ni − n̄を用いて書き表さ
れているので、局所的な粒子励起 (Δni = 1)と正孔励起 (Δni = −1)とを見かけ上同等に扱うことが
できる。以下の議論からわかるように、この表式は粒子・正孔対称性のある場合の議論に適して
いる。

2.2.1 Hilbert空間の切断と Schwinger boson

低エネルギー有効模型は、Bose–Hubbard模型 (11)のある低エネルギー部分空間への射影により
与えられる。充填率が n̄に等しいMott相への相転移点近傍では、模型 (11)のオンサイト相互作用
項の働きにより各サイト iにおける占有数 niの n̄からのゆらぎは十分に小さいと見なせる。これ
はMott転移点近傍では U/(zJ)が十分に大きいことから大きな粒子数ゆらぎはエネルギー的に損
だからである。したがって、完全なHilbert空間H =∏

i{|n〉i|n ∈ N ∪ {0}}に属するすべての状態の
うち、平均粒子数に等しい充填率を持つ状態 |n̄〉iと、そこからの局所的な粒子励起状態 |n̄+ 1〉i、そ
して正孔励起状態 |n̄ − 1〉iのみが重要であり、それ以外の状態は無視できる。つまり、転移点近傍
の系の低エネルギーの性質は、部分Hilbert空間H′ =∏

i{|n̄ + 1〉i, |n̄〉i, |n̄ − 1〉i}により近似的に記述
される。Bose–Hubbard模型をこの部分空間に射影して得られる有効模型は、Mott転移点近傍にお
ける系の低エネルギーの振る舞いを有効的に記述する。
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Hilbert空間を低エネルギー部分空間で近似することは、Bose–Hubbard模型が元々持っている高
次のゆらぎの自由度を無視することに対応する。これを系統的に行うために、完全なHilbert空間
(およびその双対空間)の各元に対して次の拘束条件付きの Bose演算子

|n̄ + m〉i = t†mi|vac〉, i〈n̄ + m| = 〈vac|tmi for m = −n̄,−(n̄ − 1),−(n̄ − 2), · · · (12)

を導入する。ここで、演算子 t†miと tmiは交換関係

[tmi, t
†
n j] = δm,nδi, j, [tmi, tn j] = [t†mi, t

†
n j] = 0 (13)

を満たし、さらに局所的な拘束条件 ∑
m

t†mitmi = 1 (14)

が課されているものとする。後者の条件は、例えば t†
1it
†
0i|vac〉のような状態を除去するために必要で

ある。右辺の 1はHilbert空間の次元数に等しい単位行列であり、完全なHilbert空間に対しては無
限次元行列である。|vac〉はこれらの Bose演算子の真空であり、tmi|vac〉 = 0(m = −n̄,−n̄+ 1, · · · )を
満たす。t†

0iは平均粒子数 n̄に等しい占有数を持つ状態をサイト iに生成する演算子であり、t†m(>0)iは
サイト iにおける粒子励起を、そして t†m′(<0)iはサイト iにおける正孔励起を生成する演算子である。
(12)式のような拘束条件付きの多成分 bosonは Schwinger boson[50]、あるいは Flavor boson[51, 52]

と呼ばれる。(12)式を用いて演算子 a†i と niの Schwinger boson表示を求めることができて、それは

a†i =
∞∑

m=−n̄

√
n̄ + m + 1t†m+1itmi, (15)

ni =

∞∑
m=−n̄

(n̄ + m)t†mitmi (16)

のような bi-linearな形で与えられる。この表式から模型 (11)の Schwinger boson表示を求められ
る。それは t†mi, tmi(m = ±2,±3, · · · )のような高次のゆらぎの自由度を含んでいる。
先に述べた Hilbert空間の近似は、Schwinger boson表示においては、高次のゆらぎ t†mi, tmi(m =

±2,±3, · · · )を無視し、次の 3種類の Schwinger boson

|n̄ + 1〉i = t†
1i|vac〉, |n̄〉i = t†

0i|vac〉, |n̄ − 1〉i = t†−1i|vac〉, (17)

のみを残す操作に読み替えられる。ここで、高次のゆらぎを無視したことに伴い拘束条件 (14)が

t†
1it1i + t†

0it0i + t†−1it−1i = 1, (18)

となることに注意しよう。これはHilbert空間が低エネルギーセクターに制限されていることを意
味している。この近似の範囲で (15)と (16)は

a†i ≈
√

n̄ + 1t†
1it0i +

√
n̄t†

0it−1i, (19)

ni ≈ t†
1it1i + t†−1it−1i + n̄ (20)

となる。元々の演算子がHilbert空間のサイズを反映して無限次元行列であったのに対して、この
演算子は部分 Hilbert空間に関するものなので 3 × 3行列である。この表式を模型 (11)に代入する
ことで低エネルギー有効模型を求めることができる。
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2.2.2 有効スピン模型

充填率 n̄が十分に大きな整数であるとき、有効模型は非常に簡単な形をとる。以下では充填率
が高い場合に話を限定して議論を進めよう。このとき、(19)式は

a†i ≈
√

n̄(t†
1it0i + t†

0it−1i), for n̄ � 1 (21)

と書くことができる。(21)式と (20)式を模型 (11)に代入することで、有効模型

Heff = − Jn̄
2

∑
〈i, j〉

(S +i S −j + S −i S +j ) +
U
2

∑
i

(S z
i )

2 − h
∑

i

S z
i (22)

を得る。ここで形式的な理由で化学ポテンシャルを h ≡ δμと書き直した。新しく導入された演算
子 S +i 、S −i 、S z

i は、それぞれ Schwinger bosonを用いて、

S +i =
√

2(t†
1it0i + t†

0it−1i), S −i =
√

2(t†
0it1i + t†−1it0i), S z

i = t†
1it1i − t†−1it−1i (23)

で定義される。これらの演算子は、もし状態 |n̄ +m〉を状態 |S = 1, S z = m〉と見なすならば、スピ
ンの大きさ S = 1を持つスピン演算子と見なせる。簡単な計算により、演算子 (23)が SU(2)代数
を成すことを確かめることができて、

[S +i , S
−
j ] = [

√
2(t†

1it0i + t†
0it−1i),

√
2(t†

0 jt1 j + t†−1 jt0 j)]

= 2{[t†
1it0i, t

†
0 jt1 j] + [t†

0it−1i, t
†
−1 jt0 j]}

= 2{t†
1i[t0i, t

†
0 j]t1 j − t†

0 j[t1 j, t
†
1i]t0i + t†

0i[t−1i, t
†
−1 j]t0 j − t†−1 j[t0 j, t

†
0i]t−1i}

= 2(t†
1it1i − t†−1it−1i)δi, j

= 2S z
iδi, j

である。また、S2
i が SU(2)代数の Casimir演算子であることも簡単に確かめることができる。

S2
i = (S x

i )2 + (S y
i )2 + (S z

i )
2

= (t†
1it0it

†
0it1i + t†

0it−1it
†
−1it0i + t†

0it1it
†
1it0i + t†−1it0it

†
0it−1i) + (t†

1it1i − t†−1it−1i)
2

= 2(t†
1it1i + t†

0it0i + t†−1it−1i)

= 1 · (1 + 1).

ここで上から 3番目の等号では (t†mitmi)
2 = t†mitmi(m = 0, 1,−1)と t†mitmit

†
nitni = 0(m � n)を、そして最

後の等号では拘束条件∑m=1
m=−1 t†mitmi = 1を用いた。結局、演算子 (23)は SU(2)代数のスピン 1表現

の Schwinger boson表示であることがわかり、Bose–Hubbard模型が (22)式のような形を持つスピ
ン系の模型に射影されることがわかった。
スピン模型 (22)とBose–Hubbard模型 (11)を構成するそれぞれの項の対応関係を説明しよう。右
辺第 1項は模型 (11)のおけるトンネリング項に対応しており、局在スピン系におけるスピン 1の
XY模型そのものである。もし Jn̄/U � 1であるならば、この模型は基底状態としてXY面内のあ
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る方向にスピンの向きがそろったXY強磁性状態を形成する。この状態は明らかにO(2) ≈ U(1)対
称性を破っている。
右辺第2項はオンサイト相互作用項に対応しており、単一イオン異方性 (uniaxial single-ion anisotro-

py)項と呼ばれる。もしスピンの大きさが S = 1/2であるならば、この項は単なる定数であり重要
ではない。この事実は、| ↑〉と | ↓〉のそれぞれに状態への作用に対して、この項が同じ固有値を与
えることから理解される。すなわち、スピンの可能な配向に対して一定である。一方で、スピン
の大きさが S = 1の場合、|S = 1, S z = 0〉の場合と |S = 1, S z = ±1〉の場合とで与える固有値の値
が異なる。実際、前者は最低固有値を持ち、後者はそれに対して U程度大きな固有値を持つ。こ
のように異方性項はスピンの可能な配向に対して定数ではなく、z成分が 0以外の値を持つことが
エネルギー的に損になるようにスピンの配向に対して確率的な重みを与える。もし Jn̄/U � 1で
あるならば、その基底状態は∏

i |S = 1, S z
i = 0〉である。z軸周りの回転を生成する生成子を演算す

るとわかるように、この状態はO(2) ≈ U(1)対称性を持つ。これはXY面内のあらゆる向きを無秩
序に配向している状態であると理解できる。
右辺第 3項は化学ポテンシャル項に対応する外部磁場とスピンの z成分との結合項である。整
数充填率であることは、h = 0に対応する。すなわち外場が存在しないとき、この模型は粒子・正
孔対称性を持つ。
最後に、外場がないときの有効スピン模型 (22)が粒子・正孔対称性を持つことを実際に確認し
ておこう。粒子・正孔対称性とは t1iと t−1iの交換に対して模型が不変であることを意味する。この
性質はMott転移点近傍において系が有効的に粒子・正孔対称性を持つことを反映している。有効
スピン模型に対して変換 C : t1i ⇔ t−1iを施してみよう。この変換に対して、スピン演算子 (23)は

C :

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
S +i → S −i
S −i → S +i
S z

i → −S z
i

(24)

のように変換される。明らかに、このような変換 Cに対して XY項と単一イオン異方性項は不変
であり、磁場 hとの相互作用項は符号を変えることがわかる。したがって、h = 0のとき、有効模
型 Heff は変換 Cに対して不変である：

[Heff ,C] = 0 (25)

このような粒子・正孔対称性のため、この模型から非線形シグマ模型の方法で導いた有効的な場
の理論 (格子模型の連続極限)は相対論的な Ginzburg–Landau型の作用を持つ ((8)式を見よ)[29]。

3 手法

第 2章では、Mott絶縁体転移近傍における系の振る舞いを記述する有効模型 (22)を導いた。こ
の章では、有効模型 (22)から出発して Higgsモードと NGモードの減衰を解析するための手法を
説明する。3.1節では、n̄ � 1のときの超流動相からMott絶縁相への相転移点の決定、および平
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衡状態における秩序変数の振幅自由度と位相自由度に微小な変調を生じさせる演算子を同定する
ため、Bose粒子系に対するGutzwiller変分法に基づいた平均場理論を解説する。3.2節では、個別
励起の自由度で表示されていた有効模型を、HiggsモードとNGモードの自由度を用いて明示的に
表示することを考える。3.3節では、Higgsモードと NGモードを平均場上に生じるスピン波励起
と見なし、これに関するHolstein–Primakoff展開を行うことで有効模型を簡単化する。3.4節では、
Bogoliubov変換をそれぞれの分岐に定義し、模型を対角化する。得られた模型が特徴的な分散関
係を持つことを明示する。3.5節では、減衰率を計算する標準的な手法として有限温度の場の量子
論を応用し、それぞれのモードの減衰率に対する表式を 1-loopのオーダーで求める。以下、3.1節
から 3.4節までは [29, 53, 54]で用いられたGutzwiller変分法、および [29, 40]で議論された平均場
理論に関する結果のレビューである。

3.1 部分Hilbert空間におけるGutzwiller変分法

2.2節で導入した有効模型 (22)を用いて、集団励起であるHiggsモードとNGモードの性質を議
論したい。一般に集団励起モードは個別励起モードの重ね合わせであるので、HiggsモードとNG

モードの性質を議論するためには、それぞれの集団励起モードと個別励起モードの自由度との間に
ある関係性を同定する必要がある。この節では、この関係性を平均場近似の一種であるGutzwiller

変分法を用いて具体的に決定しよう。

3.1.1 Bose粒子系におけるGutzwiller変分法

初めにGutzwiller変分法について簡単に説明をしよう。一般に、粒子間に働く相互作用が無視で
きない系では、それが無視できる場合と比較して、それぞれの粒子が各サイトを占有する確率が変
化する。Gutzwiller変分法とは、この相関効果を系の波動関数を展開する可能な占有状態の展開係
数に反映させる平均場近似法のことである [55]。元々は強相関電子系が持つ多体相関効果を記述
するための手法であったが、Boson系の相関効果を記述することにも応用可能である [56, 41]。以
下では Bose粒子系に対する Gutzwiller変分法を概説し、その有効模型 (22)への応用を議論する。

Gutzwiller変分法の最初のステップは、系の波動関数として変分パラメータを持つ適当な変分関
数を仮設することである。もし系全体の波動関数が各サイト上の波動関数の直積に分解できると
仮定するならば、その変分関数の一般形は

∏
i

{ f0i|0〉i + f1i|1〉i + f2i|2〉i + f3i|3〉i + · · · }

なる形をもつ。ここで |m〉iはサイト iがm個の Bose粒子に占有される状態であり、この表式は各
サイトにおいて可能な占有状態を重ね合わせた状態より構成される直積状態を表す。展開係数 fmi

は複素数に値を持つ変分パラメータであり、変分関数を用いて計算された系の平均エネルギーを
各パラメータに関して最小化することで定められる。変分パラメータを有する平均エネルギーは、
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平均場近似の範囲内で取り込むことのできるすべての相関効果を含んでいるので、変分条件を介
してその相関効果が展開係数に取り込まれるという筋書きである。
このGutzwiller変分法を、部分Hilbert空間H′で記述される系に応用することを考えよう。2.2

節で解説したように、有効模型 (23)が作用するHilbert空間H′は各サイトに可能な占有状態とし
て 3つの状態を持つので、それを考慮した Gutzwiller変分関数は、

|Ω(θ, η, ϕ, χ)〉 =
∏

i

{
cos

(
θ

2

)
t†
0i + eiηsin

(
θ

2

) (
eiϕsin

(
χ

2

)
t†
1i

+e−iϕcos
(
χ

2

)
t†−1i

)}
|vac〉 (26)

と定義できる。ここで変分関数は規格化条件 〈Ω|Ω〉 = 1を満たすとする。この条件と波動関数の位
相の任意性により変分パラメータは各サイト上に 4個あり、それを角度の変数 (θ, η, ϕ, χ)でそれぞ
れ書き表した。一般に変分パラメータは空間依存性を持つが、(26)式ではそれを無視した。これ
は実現する平衡状態が空間依存性を持たない一様な相であることを仮定することに対応する。実
際、基底状態において一様な配位が実現することは厳密な数値手法である量子モンテカルロ法を
用いた解析により確かめられている。

(26)式におけるそれぞれの変分パラメータは次のような意味を持つ。χは、状態 |n̄ + 1〉iと状態
|n̄ − 1〉iの確率的な重みを特徴付ける。この重みが等しいとき、この波動関数は粒子・正孔対称性
を持つようになる。実際、この変分関数を用いて求めた平均エネルギーを変分してみるとわかる
ように、粒子・正孔対称性を有する h = 0のとき、χは π/2に等しくなるので、状態 |n̄ + 1〉iと状
態 |n̄ − 1〉iの係数は等しい重みを持つようになる。次に ϕは、状態 |n̄ + 1〉iと状態 |n̄ − 1〉iの間の位
相差を特徴付け、後でわかるように秩序変数の位相の自由度に等しい。したがって、これが空間
変調を有することがNGモードの励起に対応する。次に θは、状態 |n̄〉iと、|n̄ + 1〉iと |n̄ − 1〉iの重
ね合わせ状態の間の確率的な重みを特徴付ける。もし θ = 0ならば、この変分関数は平均場近似に
おけるMott相の波動関数∏

i |n̄〉i =∏
i t†

0i|vac〉に一致する。逆にもし θ � 0ならば、それはMott転
移点近傍の超流動相の平均場近似における波動関数を与える。転移点から十分に離れた超流動状
態はこの変分関数では記述できず、無視した占有状態を考慮に入れた変分関数を用いなければな
らない。後でわかるように、sinθは秩序変数の振幅の自由度に等しいので、その空間変調はHiggs

モードの励起に対応する。最後に ηは、状態 |n̄〉iと、|n̄ + 1〉iと |n̄ − 1〉iの重ね合わせ状態の間の位
相差である。
変分関数 (26)は、種々の物理量に対してその期待値を与える。例えば、ハミルトニアン (11)の
期待値は、

E(θ, η, ϕ, χ)

N
=

(U
2
+ δμcosχ

)
sin2

(
θ

2

)
− Jn̄z

4
sin2θ

(
1 + n̄−1sin2

(
χ

2

)
+

√
1 + n̄−1sinχcos2η

)
(27)

となり、また Bose演算子 (19)の期待値は、

Ψ∗(θ, η, ϕ, χ) =
1

2
sinθe−iϕ

(√
n̄ + 1e−iηsin

(
χ

2

)
+
√

n̄eiηcos
(
χ

2

))
(28)
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となる。ここで N はシステムサイズ、z = 2d = 6は格子の配位数である。これらの表式はそれぞ
れ、変分パラメータを持つ系の平均エネルギーと秩序変数を表す。(28)式の形式から、θが秩序変
数の振幅の自由度に、ϕが位相の自由度に等しいことは容易に理解できる。(27)式を最小化する条
件から各変分パラメータは決まり、それに対応して基底状態 (絶対零度のときの平衡状態)におけ
る秩序変数の値、そして基底状態の波動関数が定まる。

3.1.2 Bose–Hubbard模型の基底状態

(26)式から (28)式までを用いて、系の基底状態の性質を平均場近似の範囲内で調べよう。まず
超流動・Mott絶縁体転移の相境界を決定し、次に n̄ � 1で、なおかつ系が粒子・正孔対称性を持つ
ときの基底状態の波動関数を求める。前者の結果は、n̄ � 1のときはもちろん、充填率が低いとき
にも成り立つ。有効スピン模型を用いた解析のためには、特に後者が重要である。最終的に得ら
れた基底状態の波動関数に対して、秩序変数の振幅と位相の空間変調の生成に対応する波動関数
の変化を与える演算子として、Higgsモードと NGモードの演算子の具体的な表式が与えられる。
相境界を決定するために、いくつかの変分パラメータの値を決定しよう。(相境界の決定には、
必ずしもすべてのパラメータを決定する必要はない。)まず ηと ϕに関する (27)式の変分から

η = 0, ϕ = ϕ0 (29)

であることがわかる。ϕ0はある定数である。後者は、自発的に対称性が破れた相においては、位
相が一様に揃う向きに任意性があることに対応する。実際、平均エネルギーの表式 (27)が位相に
陽に依存しないので、位相の一様な回転に対してそのエネルギー・コストはゼロである。次に χに
関する変分条件から、χが θと以下のように関係づくことがわかる。

tanχ = −
2Jz
√

n̄(1 + n̄)(1 − sin2
(
θ
2

)
)

2δμ + Jz(1 − sin2
(
θ
2

)
)
. (30)

(29)式と (30)式より、(19)式と (20)式は θのみに依存する関数となる。
E(θ)とΨ(θ)から θを消去すると、秩序変数を独立変数とする系の平均エネルギーの表式を得る。

秩序変数Ψに関する展開は、θに関する偶奇性から

E(Ψ) = A2Ψ
2 + A4Ψ

4 + · · · (31)

のようになり、これは第二種相転移の現象論における Ginzburg–Landau自由エネルギーそのもの
であることがわかる [57]。展開 (31)における A2は基底状態における超流動・Mott絶縁体転移の相
境界を決定し、

A2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝2n̄ + 1 +
2δμ + Jz + 4Jzn̄(1 + n̄)√

(2δμ + Jz)2 + (2Jz)2n̄(1 + n̄)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
−1

×
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝U − 2δμ(2δμ + Jz)√

(2δμ + Jz)2 + (2Jz)2n̄(1 + n̄)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ − Jz
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で与えられる。条件 A2 ≡ 0より、この条件から相境界が満たすべき方程式

δμ±
U
= − 1

8n̄u
± 1

2

√
1 −

(
1 +

1

2n̄

)
1

u
+

1

(4n̄u)2
(32)

を得る。この方程式はサイト分断平均場近似法により求められる方程式と一致する [40]。ここで
u = U/(4Jn̄z)である。

(32)式を横軸を J/U、縦軸を δμ/Uとして平面上に表示した曲線は、2.1節で与えたBose–Hubbard

模型の相図と類似することがわかる (図 5(a)を参照)。上側の実線 (赤)は δμ+に対応する曲線であ
り、下側の実線 (緑)は δμ−に対応する曲線である。双方が交わり δμ+ = δμ−となる点は、整数の
平均粒子数密度を持つ超流動相から対応する充填率を持つMott相への相転移点である。この点は
方程式 √

1 − 1

u

(
1 +

1

2n̄

)
+

1

(4n̄u)2
= 0 (33)

を解くことで定められる。実際、uについて解き、解に対応した化学ポテンシャルの値を求める
と、転移点 (uc, δμc(uc))として

uc =
1

2

(
1 +

1

2n̄

)
+

1

2

√
1 +

1

n̄
, δμc = − 1

8n̄uc
(34)

を得る。
転移点 (34)は原子の充填率 n̄に依存する。もし充填率 n̄が十分に小さいならば、例えば n̄ = 1

ならば、転移点は

uc =
3 + 2

√
2

4
, δμc = − 1

8uc
(35)

のように δμ = 0の直線上から下方へずれた場所に現れる。充填率が大きくなるにつれて ucは 1に
近づき、転移点 (34)は δμ = 0の直線上に現れるようになる。そして、n̄ � 1において、

uc = 1, δμc = 0, n̄ � 1 (36)

となる。このような n̄の増大に対するMott領域の形状の変化は、図 5(b)に示される。
(36)式は、有効スピン模型 (22)において h = 0であるとき、すなわち整数充填率に対応すると
き、系が uc = 1においてXY強磁性状態 (超流動相)から無秩序状態 (Mott絶縁相)へ量子相転移を
起こすことを意味する。このように、δμ = 0のとき、無次元パラメータ |uc − u| = |1− u|はMott転
移点までの距離という意味を持つ。

n̄ � 1で、なおかつ系が粒子・正孔対称性を持つとき (つまり δμ = 0)の基底状態の波動関数を
求めよう。このとき、(30)式から変分パラメータ χは π/2に等しくなることがわかる。このこと
から、系の平均エネルギーと秩序変数は、

E = N
[U

2
sin2

(
θ

2

)
− Jn̄z

2
sin2θ

]
(37)

Ψ∗ =
√

n̄
2

sinθe−iϕ0 (38)
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図 5: 部分 Hilbert空間における Gutzwiller変分法で与えられた超流動相とMott絶縁相の相境界。
赤の線は δμ+により、緑の線は δμ−により定まる曲線である。縦軸はUで無次元化した化学ポテ
ンシャル δμである。(a): 横軸として J/Uを選び、いくつかの n̄に対して相境界を示した。ここで、
化学ポテンシャルの位置を δμ/U → δμ/U + n̄ − 1として描画した。この相図は、第 2章で示した
Bose-Hubbard模型の基底状態の相図の概形と類似する。充填率が低い場合には、化学ポテンシャ
ルがゼロの位置と赤と緑の曲線が交わる点とが一致しないことがわかる。他方、充填率が十分に
大きい場合には、これらは一致する。(b): 横軸として Jn̄z/U を選び、同様にいくつかの n̄に対し
て相境界を示した。ここで z = 2dである。n̄を大きくするにつれて、赤と緑の曲線の交点、すな
わちMott転移点は u = 1に近づく。

となる。(37)式および (38)式が持つパラメータは、(37)式に対する変分条件より定まり、

sin2
(
θ0
2

)
=

1 − u
2

(39)

である。この θ0から基底状態の波動関数が、

|Ω(θ0, 0, ϕ0, π/2)〉 =
∏

i

{
cos

(
θ0
2

)
t†
0i +

1√
2

sin
(
θ0
2

) (
eiϕ0 t†

1i + e−iϕ0 t†−1i

)}
|vac〉 (40)

となることがわかる。(40)式では、粒子・正孔対称性を反映して、粒子励起状態 t†
1iと正孔励起状

態 t†−1iが等しい確率振幅を持つ。さらに、u = 1でMott相への相転移が起き、そのとき (40)式が
Mott相のゆらぎを無視した平均場理論における波動関数に等しくなることを確認できる。

3.1.3 Higgsモードと Nambu–Goldstoneモード

波動関数 (40)は秩序変数の振幅自由度と位相自由度を展開係数に持つ。もしこれらの自由度に
微小な変調が生じたとすると、その形が変化し、そのときの系の状態はもはや平衡状態ではなく
微小な励起が生じた状態である。ここでは、これらの自由度に空間変調が生じたときの波動関数
の変化を与える演算子として Higgsモードと NGモードの演算子を求める。
平衡状態にある粒子・正孔対称性を持つ超流動相に対して、次のような秩序変数の微小な変調
を与えることを考えよう：

θ0 → θ0 + δθi, ϕ0 → ϕ0 + δϕi (41)
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この変調に対する波動関数 (40)の変化分は、

δ|Ω〉i = iδϕi
1√
2

sin(θ0/2)
(
eiϕ0 t†

1i − e−iϕ0 t†−1i

)
|vac〉 (42)

+
δθi
2

(
−sin(θ0/2)t†

0i +
1√
2

cos(θ0/2)
(
eiϕ0 t†

1i + e−iϕ0 t†−1i

))
|vac〉

である。変調により生じた平衡状態からのずれ (42)は、対応する集団励起モードの励起状態であ
る。演算子 b†αiと b†ϕiをそれぞれ

b†αi = sin
(
θ0
2

)
t†
0i −

1√
2

cos
(
θ0
2

)
(eiϕ0 t†

1i + e−iϕ0 t†−1i),

b†ϕi =
1√
2

(eiϕ0 t†
1i − e−iϕ0 t†−1i) (43)

で定義すると、これらの演算子は Higgsモードと NGモードを励起させる演算子と見なせる。こ
の関係式は、集団励起モードと個別励起モードとを結びつける。

3.1節の議論をまとめよう。3.1.1節では議論の出発点を与える部分Hilbert空間におけるGutwiller

変分法を説明した。3.1.2節では、それを用いて系の基底状態の性質を議論した。その前半では、
基底状態における相境界を求め、後半では、n̄ � 1のときのMott転移点近傍での基底状態の波動
関数を求めた。3.1.3節では、3.1.2節で求めた基底状態の波動関数に対して、秩序変数の振幅と位
相のゆらぎに対応する励起状態の生成演算子を同定した。それらは (t1, t0, t−1)と関係付けられ、個
別励起の自由度と集団励起の自由度とを結びつける関係式となる。

3.2 正準変換

前節の変分関数の方法により、集団励起の自由度を個別励起の自由度に関係づけることができ
た。次に、個別励起の自由度で書かれた有効模型 (22)を集団励起の自由度で書き表すことを考え
よう。以下では ϕ0 = 0とする。超流動相における平均場を生成する演算子 b†

0iを (40)式 =∏
i b†

0i|0〉
と書いて、次のような変換を定義する。

b0i = ct0i +
1√
2

s(t1i + t−1i),

bαi = st0i − 1√
2

c(t1i + t−1i), (44)

bϕi =
1√
2

(t1i − t−1i).

ここで、(c, s) ≡ (cos(θ0/2), sin(θ0/2))である。簡単な計算から確かめられるように、b†mi(m = 0, α, ϕ)

は、t†mi(m = 0,+1,−1)と同様に、交換関係

[bmi, b
†
n j] = δm,nδi, j, [bmi, bn j] = [b†mi, b

†
n j] = 0 (45)

を満たし、さらに拘束条件
b†

0ib0i + b†αibαi + b†ϕibϕi = 1 (46)
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を満足する。演算子のこのような性質 (45)および (46)は、変換 (44)を定義する行列

U =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
− c√

2

s√
2

1√
2

s c 0

− c√
2

s√
2
− 1√

2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (47)

が実はユニタリー行列であることに由来する。したがって、形式的に定義した変換 (44)は、物理
量を表す演算子の (Mott絶縁相における平均場 t0、1粒子励起 t1、1正孔励起 t−1)表示を (超流動相
における平均場 b0、Higgs集団励起 bα、NG集団励起 bϕ)表示に変換する正準変換を与える。
有効模型を表示する変数の、以前の変数 tti ≡ (t1i, t0i, t−1i)から新しい変数 tbi ≡ (bαi, b0i, bϕi)への
変換を実際に行うのに、行列

M1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0
√

2 0

0 0
√

2

0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠, M2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0√
2 0 0

0
√

2 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠, M3 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0

0 0 0

0 0 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (48)

を導入し、ttiで書かれたスピン演算子 (23)を形式的に

S + = t†M1t, S − = t†M2t, S z = t†M3t, (S z)2 = t†(M3)2t (49)

と書き表しておくと便利である。なぜならば、このとき正準変換 (44)は単なる行列Miの基底変換

b† = t†U, b = U†t, M̃i = U†MiU (50)

と見なされ、すべての計算は単純な行列の積の計算に帰着されるからである。(50)式は以前の基
底 ttiから新しい基底 tbiへの変換を、行列の変換Mi → M̃iに読み替える。新しい基底での行列 M̃i

は、

M̃1 = U†M1U =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−2sc s2 − c2 −s

s2 − c2 2sc −c

s c 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (51)

M̃2 = U†M2U =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−2sc s2 − c2 s

s2 − c2 2sc c

−s −c 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (52)

M̃3 = U†M3U =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 −c

0 0 s

−c s 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (M̃3)2 = U†(M3)2U =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
c2 −sc 0

−sc s2 0

0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(53)
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で与えられる。これらの行列を用いると、新しい基底 tbiで表示されたスピン演算子は、

S + = b†M̃1b, S − = b†M̃2b, S z = b†M̃3b, (S z)2 = b†(M̃3)2b, (54)

と書き表される。行列形式を用いず、明示的な形に書き下すと、

S +i = 2scb†
0ib0i − 2scb†αibαi + (s2 − c2)(b†αib0i + b†

0ibαi) (55)

− s(b†αibϕi − b†ϕibαi) − c(b†
0ibϕi − b†ϕib0i),

S −i = 2scb†
0ib0i − 2scb†αibαi (56)

+ s(b†αibϕi − b†ϕibαi) + c(b†
0ibϕi − b†ϕib0i),

S z
i = −c(b†αibϕi + b†ϕibαi) + s(b†

0ibϕi + b†ϕib0i), (57)

(S z
i )

2 = s2b†
0ib0i + c2b†αibαi − sc(b†αib0i + b†

0ibαi) + b†ϕibϕi (58)

となる。
(55)式から (58)式までを有効模型 (22)がもつそれぞれの項に代入することで、新しい変数 tbiで
書かれた有効模型を得る。まず、単一イオン異方性項と磁場との結合項は、

U
2

∑
i

(S z
i )

2 =
U
2

∑
i

[
(c2 − s2)b†αibαi + c2b†ϕibϕi − sc(b†αib0i + b†

0ibαi) + s2
]
, (59)

−h
∑

i

S z
i = h

∑
i

[c(b†αibϕi + b†ϕibαi) − s(b†
0ibϕi + b†ϕib0i)] (60)

と書き表される。磁場との結合項 (60)が 2次の項において b†αbϕのような形でHiggsモードとNG

モードを混成させることに注意せよ。ここでは説明の便宜上、このような混成項があるとして議
論を進めたが、以降では整数充填率、つまり粒子・正孔対称性を考えることにして、h = 0とす
る。この項を考慮に入れた場合の議論の本質的な変更点のみを述べておくことにすると、3.4節の
Bogoliubov変換を Higgsモードの分岐と NGモードの分岐のそれぞれにおいて別々に実行するの
ではなくて、これらを同時に考察しなければならない。つまり、2× 2行列の 2つの変換を 4× 4行
列の 1つの変換として扱わなければならない。
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同様に、XY項は次のように書き表される。
Jn̄
2

∑
〈i, j〉

(S +i S −j + h.c.)

=
∑
〈i, j〉

4Jn̄s2c2b†
0ib0ib

†
0 jb0 j −

∑
〈i, j〉

8Jn̄s2c2b†
0ib0ib

†
α jbα j +

∑
〈i, j〉

4Jn̄s2c2b†αibαib
†
α jbα j

+
∑
〈i, j〉

Jn̄(c2 − s2)2(b†αib0ib
†
α jb0 j + b†

0ibαib
†
α jb0 j + b†α jb0 jb

†
0ibαi + b†

0ibαib
†
0 jbα j)

−
∑
〈i, j〉

Jn̄c2(b†
0ibϕib

†
0 jbϕ j − b†ϕib0ib

†
0 jbϕ j + b†ϕ jb0 jb

†
ϕib0i − b†

0ibϕib
†
ϕ jb0 j) (61)

−
∑
〈i, j〉

Jn̄s2(b†αibϕib
†
α jbϕ j − b†ϕibαib

†
α jbϕ j + b†ϕ jbα jb

†
ϕibαi − b†αibϕib

†
ϕ jbα j)

−
∑
〈i, j〉

4Jn̄sc(c2 − s2)(b†
0ib0ib

†
α jb0 j + b†

0ib0ib
†
0 jbα j)

+
∑
〈i, j〉

4Jn̄sc(c2 − s2)(b†αibαib
†
α jb0 j + b†αibαib

†
0 jbα j)

−
∑
〈i, j〉

2Jn̄sc(b†αibϕib
†
0 jbϕ j − b†αibϕib

†
ϕ jb0 j + b†ϕibαib

†
ϕ jb0 j − b†ϕibαib

†
0 jbϕ j)

こうして、有効模型を、新しい基底 tbiを用いて、Higgsモードと NGモードの自由度を明示的し
た表式に書き表すことができた。

3.3 Holstein–Primakoff展開 (スピン波理論)

先に説明したように、演算子 b†αiと b†ϕiは平均場状態
∏

i b†
0i|0〉の上に振幅と位相のゆらぎを生成

する。今、このゆらぎが十分に小さいと仮定して、有効模型 (22)を簡単化することを考えよう。有
効模型が持つ b†mb0項に着目しよう。拘束条件 (46)を平方完成し、b0iを b†

α(ϕ)iで書き表した後、こ
れに関して Taylor展開することで、有効模型から (b0, b

†
0
)を消去することを考える。つまり、

b†mb0 = b†m
√

1 − b†αbα − b†ϕbϕ

≈ b†m −
1

2
b†mb†αbα −

1

2
b†mb†ϕbϕ + · · · (62)

なる展開を考える。この展開 (62)は有効模型から b0を消去する。このようなやり方で Schwinger

bosonから一種類 (ここでは b0)を消去する操作を Holstein–Primakoff展開と呼ぶ [58, 59]。
(62)式の展開は 2次までで切断するものとしよう。つまり、以下では演算子 b†

α(ϕ)iについて 3次
の項までを考慮に入れることにして、それ以上の次数の項は無視する。このような近似は、今のよ
うに 3次元系を考えているときには正当化される。一般に、2次元以下の有限温度系においては、
長距離秩序を持つ秩序相は存在できないため、(62)のような平均場の存在を仮定するスピン波励
起に関する展開は無限次数まで考慮されなければならない。これはMermin–Wagnerの定理 [60]、
もしくは Colemanの定理 [61]からの帰結である。
展開 (62)の結果、有効模型は 4つの部分からなるハミルトニアン

Heff ≡ H(0)
eff
+ H(1)

eff
+ H(2)

eff
+ H(3)

eff
, (63)
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H(0)
eff
=

∑
i

(U
2

s2 − 2Jn̄zs2c2
)
, (64)

H(1)
eff
=

∑
i

2Jn̄zsc
(
c2 − s2 − U

4Jn̄z

)
(b†αi + bαi), (65)

H(2)
eff
=

∑
i

2Jn̄z
(
4s2c2 +

U
4Jn̄z

(c2 − s2)
)

b†αibαi

+
∑

i

2Jn̄z
(
2s2c2 +

U
4Jn̄z

c2
)

b†ϕibϕi

−
∑
〈i, j〉

Jn̄(c2 − s2)2(b†αib
†
α j + bαib

†
α j + b†αibα j + bαibα j) (66)

+
∑
〈i, j〉

Jn̄c2(bϕibϕ j − bϕib
†
ϕ j + b†ϕib

†
ϕ j − b†ϕibϕ j),

H(3)
eff
= −

∑
i

Jn̄zsc
(
c2 − s2 − U

4Jn̄z

)
(b†αib

†
αibαi + b†αibαibαi + b†αib

†
ϕibϕi + bαib

†
ϕibϕi)

−
∑
〈i, j〉

8Jn̄sc(c2 − s2)(b†αibαib
†
α j + b†αibαibα j) (67)

−
∑
〈i, j〉

4Jn̄sc(c2 − s2)(b†ϕibϕib
†
α j + b†ϕibϕibα j)

+
∑
〈i, j〉

2Jn̄sc(b†αibϕibϕ j − b†αibϕib
†
ϕ j − bαib

†
ϕibϕ j + bαib

†
ϕib
†
ϕ j)

となる。ここで、Schwinger boson bα(ϕ)に対する Fourier変換

b†mi =
1√
N

∑
k∈B.Z.

b†mke−ixi·k, bmi =
1√
N

∑
k∈B.Z.

bmkeixi·k, m = (α, ϕ) (68)

を定義し、有効模型の Fourier表示を求めよう。xi = a(ix, iy, iz)は格子点を指定する 3次元ベクト
ルである。ix,y,zは格子点をラベルする整数である。以下では、a = 1とする。波数ベクトル kに関
する総和は、第 1Brillouinゾーンに属するすべての波数ベクトルにわたって行われる。以下、特に
断りがない限り波数ベクトルに関する総和の記号はこの意味であるとする。変換は単に定義 (68)

を代入することで実行され、その結果は、

H(0)
eff
= N

(U
2

s2 − 2Jn̄zs2c2
)

(69)

H(1)
eff
= 2Jn̄zsc

√
N

(
c2 − s2 − U

4Jn̄z

)
(b†
α0 + bα0) (70)

H(2)
eff
=

∑
k

B1(k)b†
αkbαk +

∑
k

B2(k)(b†
αkb†
α−k + bαkbα−k + bαkb†

αk + b†
αkbαk)

+
∑

k
C1(k)b†

ϕkbϕk +
∑

k
C2(k)(b†

ϕkb†
ϕ−k + bϕkbϕ−k − bϕkb†

ϕk − b†
ϕkbϕk) (71)
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H(3)
eff
=

∑
k1

∑
k2

∑
k3

D1(k1, k2, k3)(b†
αk1

b†
αk2

bαk3 + b†
αk1

b†
ϕk2

bϕk3 + h.c.)

+
∑
k1

∑
k2

∑
k3

D2(k1,k2, k3)(b†
ϕk1

bϕk2bαk3 + h.c.) (72)

+
∑
k1

∑
k2

∑
k3

D3(k1,k2, k3)(b†
αk1

bαk2bαk3 + h.c.)

+
∑
k1

∑
k2

∑
k3

D4(k1,k2, k3)(b†
αk1

bϕk2bϕk3 − bϕk1b†
αk2

b†
ϕk3
+ h.c.)

ここで係数は

B1(k) = 2Jn̄z
(
4s2c2 + u(c2 − s2)

)
, B2(k) = − Jn̄z

2
(c2 − s2)2γk, (73)

C1(k) = 2Jn̄z
(
2s2c2 + uc2

)
, C2(k) =

Jn̄z
2

c2γk, (74)

D1(k1, k2, k3) = − 1√
N

Jn̄zsc(c2 − s2 − u)δk1+k2−k3
, (75)

D2(k1, k2, k3) = − 1√
N

2Jn̄zsc(c2 − s2)γk3
δk1−k2+k3

, (76)

D3(k1, k2, k3) = − 1√
N

4Jn̄zsc(c2 − s2)γk3
δk1−k2+k3

, (77)

D4(k1, k2, k3) =
1√
N

Jn̄zscγk3
δk1−k2−k3

(78)

で定義され、すべて実数である。また、バンドの異方性を表す γkは、eを隣接するすべての最近
接格子点へ向く単位ベクトルとすると

γk =
1

z

∑
e

eik·e (79)

で定義される。
係数 (73-78)は s = sin(θ0/2)および c = cos(θ0/2)を含む。ここで (39)式より、

c2 − s2 = u, sc =

√
1 − u2

2

なので、係数 (73-78)は、

B1(k) = 2Jn̄z, B2(k) = − Jn̄z
2

u2γk, (80)

C1(k) = Jn̄z (1 + u) , C2(k) =
Jn̄z
4

(1 + u)γk, (81)

D1(k1,k2, k3) = 0, (82)

D2(k1,k2, k3) = − 1√
N

Jn̄zu
√

1 − u2γk3
δk1−k2+k3

, (83)

D3(k1,k2, k3) = − 1√
N

2Jn̄zu
√

1 − u2γk3
δk1−k2+k3

, (84)

D4(k1,k2, k3) =
1√
N

Jn̄z
2

√
1 − u2γk3

δk1−k2−k3
(85)

となる。
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3.4 Bogoliubov変換

模型 (63)の 2次の項 H(2)
eff
を Bogoliubov変換を用いて対角化しよう。H(2)

eff
は bαbϕのような異な

る分岐間の混成項を持たないため、Bogoliubov変換はそれぞれの分岐において独立に実行できる。
このことを考慮して

bmk = umkβmk + v∗m−kβ
†
m−k, b†mk = u∗mkβ

†
mk + vm−kβm−k (86)

のような線形変換を考えよう。新しく導入された演算子 (βαk, β
†
αk)と (βϕk, β

†
ϕk)は、それぞれHiggs

分岐と NG分岐における新しい力学変数である。これらの新しい演算子は以前の演算子と同じ交
換関係

[βmp, β
†
nq] = δn,mδp,q (87)

に従うと仮定する。この要請から線形変換の変換係数は条件

|umk|2 − |vm−k|2 = 1 (88)

を満足しなければならない。条件 (88)を満たす変換係数を

uαk = coshϑαk, vαk = sinhϑαk, (89)

uϕk = coshϑϕk, vϕk = sinhϑϕk (90)

のような形に求めよう。ここで ϑα(ϕ)kは変換の回転角であるとする。変換 (86)を代入した H(2)
eff
が

β†αβ†αのような非対角項を持たない要請から、変換の回転角 ϑα(ϕ)kは

coth(2ϑαk) = −B1(k) + 2B2(k)

2B2(k)
, coth(2ϑϕk) = −C1(k) − 2C2(k)

2C2(k)
(91)

を満たす。したがって、変換係数は

uαk =

√
2 − u2γk

4
√

1 − u2γk
+

1

2
, vαk =

√
2 − u2γk

4
√

1 − u2γk
− 1

2
(92)

uϕk =

√
2 − γk

4
√

1 − γk
+

1

2
, vϕk = −sgn(γk)

√
2 − γk

4
√

1 − γk
− 1

2
(93)

となる。ここで sgn(x)は符号関数であり、

sgn(x) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩ 1 (x ≥ 0)

−1 (x < 0)
(94)

で定義される。この因子は、vϕkの符号が γkの符号により定まることを考慮して導入された。
こうして、変換係数 (92)と (93)から対角化されたハミルトニアンを求めることができて、

Heff =
∑
m,k
Em

k β
†
mkβmk + H(3)

eff
(βmk, β

†
mk) (95)
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となる。ここで、H(3)
eff

(βmk, β
†
mk)は (63)式における (bα, bϕ)で表示された H(3)

eff
に変換 (86)を代入し

たものであり、Eα(ϕ)

k は

Eαk = 2Jn̄z
√

1 − u2γk, Eϕk = Jn̄z(1 + u)
√

1 − γk (96)

である。得られた模型の形から β†
αkと β

†
ϕkは Higgs分岐と NG分岐にそれぞれ Eαk と Eϕk の励起エ

ネルギーを持った準粒子 (慣用的にBogolonと呼ばれる)を生成する演算子と理解できる。ここで、
これら準粒子の真空が以前の真空と異なることに注意しておこう。この新しい表示においては、系
に励起状態が生成されることは、新しい真空上に準粒子が生成されることに読み替えられる。図
6に示すように、Eαk はバンドの中心において有限のエネルギーギャップを持ち、Eϕkはギャップレ
スである。(図 6では u = 0.9のときの分散関係を示した。簡単のため d = 1のときのものを示し
た。)前者のエネルギー・ギャップを Δとすると、それは Δ = 2Jn̄z

√
1 − u2のように u = 1におい

てゼロとなる (図 7を参照)。つまり、Mott絶縁相への相転移点に近づくにつれて Eαkのギャップは
閉じていき、ちょうど転移点直上においてギャップレスとなる。

図 6: (a)Higgs分岐と (b)NG分岐における準粒子励起のスペクトル。Higgs分岐においては、基底
状態と励起状態の間に有限のエネルギーギャップがあるが、一方NG分岐においては、励起エネル
ギーはギャップレスである。Higgsギャップは転移点に近づくにつれて閉じていき、転移点直上に
おいてギャップレスとなる (図 7を参照)。

分散関係の長波長領域 |k| � 1における表式は、それ自身特徴的な構造を持つ。このとき分散関
係 (96)は

Eαk ≈
√
Δ2 + c2

h
|k|2, Eϕk ≈ cng|k| (97)

のような形を持つ。ここで、chg = 2Jn̄
√

zuであり、cng = Jn̄
√

z(1+ u)である。前者は質量Δを持っ
た相対論的な粒子のエネルギー分散であり、後者は相対論的な無質量粒子のエネルギー分散であ
ることがわかる。
準粒子間の相互作用を記述する H(3)

eff
(βmk, β

†
mk)は、図 8に示すような各過程の前後で準粒子数

を保存しない相互作用項を持つ。図 8(a)(b)は散乱の前後が常に Higgs準粒子でつきているので、
Higgs分岐における閉じた相互作用過程を与える。例えば、図 8(a)は、もし時間の流れが左から右
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図 7: Higgsギャップの u依存性。Mott転移点 u = 1に近づくにつれて閉じていき、ちょうど転移
点直上においてギャップレスとなる。

へ向いているとするならば、一つのある波数をもった Higgs準粒子が二つの Higgs準粒子に崩壊
する過程を表す。一方で、図 8(c)から (e)は散乱の前後にHiggs準粒子だけでなくNG準粒子も現
れ、Higgs準粒子とNG準粒子間の相互作用過程を与える。例えば、図 8(e)は、もし時間の流れが
左から右へ向いているとするならば、一つのある波数をもった Higgs準粒子が二つの NG準粒子
に崩壊する過程を表す。

図 8: 有効模型 (95)が持つ準粒子間の相互作用項のそれぞれに対応する図式。実線はHiggsモード
であり、破線は NGモードである。相互作用項の可能な形は (a)から (e)までの 5種類であり、こ
れらの項に対するエルミート共役まで含めると 10種類である。準粒子は図中に示された頂点にお
いてお互いに相互作用し、内向きの矢印は準粒子の消滅を、外向きの矢印は生成を表す。

3.1節から 3.4節までの議論で、対角化された 2次の項と 3次の相互作用項を持つハミルトニア
ン (95)を求めることができた。ハミルトニアン (95)は集団励起間の相互作用を記述し、その相互
作用は各準粒子に有限の寿命を与える。以下の節では、このようなハミルトニアンから出発して
集団励起の減衰を解析するための手法を与える。

3.5 有限温度の場の量子論

前節で説明したように、系の集団励起の減衰を調べるためには、励起状態を生成する準粒子の
寿命を計算すれば良い。有限温度においてそれを実行するために、有限温度の場の理論の方法を
ハミルトニアン (95)に適用しよう (場の理論に関する形式的な議論は、例えば [3, 62, 63, 64]を参
照)。このような手法のよく知られた応用例の中で、特に今回の解析と関連性のあるものとしては、
光格子中の Bose原子気体の弱相関領域における主要な低エネルギー集団励起である Bogoliubov

モードの減衰の解析が挙げられる [65, 66]。
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有限温度の場の理論では、虚時間方向の自由度を持つ演算子とその積の期待値で定義される種々
の相関関数が主要な役割を担う。特に、減衰率を計算する目的には、虚時間依存性、あるいは松
原振動数依存性を持つ生成演算子と消滅演算子の積の期待値である 1粒子有限温度Green’s関数が
重要である。場の理論の一般論によれば、1粒子Green’s関数を複素平面に解析接続して得られる
複素関数は、複素平面上の上半面において正則な遅延Green’s関数の部分と、下半面において正則
な先進Green’s関数の部分とに分けることができる。そして、前者の遅延Green’s関数が持つ自己
エネルギーの虚部は、準粒子のもつエネルギーを中心とした、スペクトル関数のピーク幅と解釈
できる。したがって、ちょうど系の準粒子エネルギーにおける遅延Green’s関数の自己エネルギー
の虚部が準粒子の寿命を与える。

Higgsモードと NGモードの減衰率を計算するためには、それぞれの分岐に属する準粒子に対
して 1粒子Green’s関数を定義し、その解析接続として遅延Green’s関数を求め、その自己エネル
ギーを求める必要がある。以下では各分岐に対してこの手順を実行する。3.5.1節では、Higgsモー
ドの自己エネルギーを場の理論における摂動展開を用いて計算する。計算は最低次の量子補正を
与える 1-loopの範囲内で行われる。NGモードについての同様の議論は、続く 3.5.2節で行われる。

3.5.1 Higgsモードの自己エネルギー

この節では Higgsモードの減衰率を求めることを考えよう。Higgs分岐の素励起である準粒子
(βαk, β

†
αk)の 1粒子 Green’s関数 〈βαpβ̄αp〉を

〈βαpβ̄αp〉 ≡
∫ D(β, β̄)βαpβ̄αpexp(−Seff)∫ D(β, β̄)exp(−Seff)

(98)

のように汎関数積分を用いて定義する (� = 1であることに注意)。ここで、新しく導入された場の
変数 (βαp, β̄αp)は演算子 (βαk, β

†
αk)に対応した複素数に値を持つ場とその共役場であり、お互いに

複素共役の関係 β̄α = (βα)
∗で結ばれる。NG分岐に関しても同様であり、演算子 (βϕk, β

†
ϕk)に対応

する場を (βϕp, β̄ϕp)と定義する。場をラベルする添字 pは p = (iωn, k)、ωn = 2πnT = 2πn/βは松原
振動数、T は温度、そして βは逆温度である。絶対零度を考える場合、離散的な松原振動数を連続
的な変数に置き換えればよい。可能なすべての場の配位に対する確率的な重みは、有効模型 (95)

を正規順序化した模型から求められる作用 S effを用いて e−S eff で与えられる。この作用の具体的な
表式は

Seff = S(2)
eff
+ S(3)

eff
+ S′(3)

eff
, (99)

S(2)
eff
=

∑
m=(α,ϕ)

∑
p

(−iωn + Em
k )β̄mpβmp, (100)

S(3)
eff
=

1

2
√
β

∑
p1,p2,p3

Mp1,p2,p3
(βαp1

β̄ϕp2
β̄ϕp3
+ β̄αp1

βϕp2
βϕp3

), (101)

S′(3)
eff
= other terms (102)
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である。ここで便宜上 3次の相互作用項を二つの部分に分けた。S ′(3)
eff
は図 8の (a)から (d)に対応し

た項 (およびそれにエルミート共役な項)を持ち、他方 S (3)
eff
は (e)に対応した項 (およびそれにエル

ミート共役な項)を持つ。このように分割した理由は後で説明される。(101)式の係数行列Mp1,p2,p3

は、Bogoliubov係数で用いて表され、

Mp1,p2,p3
=
δω1,ω2+ω3

δk1,k2+k3√
N

×[
−Jn̄zu

√
1 − u2γk1

(uαk1
+ vαk1

)(uϕk2
vϕk3
+ vϕk2

uϕk3
)

+
Jn̄z
2

√
1 − u2γk2

(uαk1
uϕk3
− vαk1

vϕk3
)(uϕk2

− vϕk2
)

+
Jn̄z
2

√
1 − u2γk3

(uαk1
uϕk2
− vαk1

vϕk2
)(uϕk3

− vϕk3
)
]

(103)

≡ δω1,ω2+ω3
Mk1,k2,k3

(104)

≡ δω1,ω2+ω3
δk1,k2+k3√
N

M′k1,k2,k3
(105)

である。Mp1,p2,p3
は p2と p3について対称行列である。行列Mk1,k2,k3

とM′k1,k2,k3
は、後で出て

くるいくつかの表式を簡潔に書き表すために導入された。
Higgsモードの自己エネルギー Σα(iωn, k)は、1粒子 Green’s関数を用いて

〈βαpβ̄αp〉 = 〈βαpβ̄αp〉0 + 〈βαpβ̄αp〉0Σα(iωn, k)〈βαpβ̄αp〉 (106)

で定義される。この方程式は場の理論の文脈ではDyson方程式と呼ばれる。ここで 〈βαpβ̄αp〉0は非
摂動作用 S (2)

eff
に関する 1粒子 Green’s関数であり、その具体的な関数形は

〈βαpβ̄αp〉0 = − 1

iωn − Eαk
(107)

で与えられる。これは相互作用による擾乱を受けずに伝搬する自由な Higgsモードを表す。NG

モードに対しても同様であり、自由に伝搬する NGモードの 1粒子 Green’s関数は

〈βϕpβ̄ϕp〉0 = − 1

iωn − Eϕk
(108)

で与えられる。Higgsモードの自己エネルギーは、Higgsモードに対応する線を両端に持つ、Higgs

内線を一つ切断しただけでは二つの部分に分割できないという意味で既約な Feynmanダイアグラ
ムの総和である。その各々が自己エネルギーへの寄与を与える。
自己エネルギーを摂動論を用いて計算することを考えよう。摂動論による自己エネルギーの計
算は、S(2)

eff
を非摂動項としたときの摂動項 S(3)

eff
+ S′(3)

eff
に関して２次までの摂動展開をし、二つの

相互作用項を用いて構成されるすべての可能な Feynmanダイアグラムに対応した部分的な寄与を
計算することで行われる。しかし、後でわかるように、S′(3)

eff
を用いて構成される Feynmanダイア

グラムからの実際の寄与は存在しないため、今の目的のためにはこれを無視しても良い。そこで
以下では、図 8(e)に対応した S(3)

eff
のみを考慮し、それ以外の相互作用項 S′(3)

eff
を無視して自己エネ
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ルギーの計算を行うことにする。(98)式を、S (3)
eff
に関して摂動展開すると、

〈βαpβ̄αp〉 =
∫ D(β, β̄)βαpβ̄αp(1 − S (3)

eff
+ 1

2!
(S (3)

eff
)2 + · · · )exp(−S(2)

eff
)∫ D(β, β̄)(1 − S (3)

eff
+ 1

2!
(S (3)

eff
)2 + · · · )exp(−S(2)

eff
)

=
〈βαpβ̄αp〉0 − 〈βαpβ̄αpS (3)

eff
〉0 + 1

2!
〈βαpβ̄αp(S (3)

eff
)2〉0 · · ·

1 − 〈S (3)
eff
〉0 + 1

2!
〈(S (3)

eff
)2〉0 + · · ·

となる。分母は真空中に生じるバブルを表す。分子は 〈βαpβ̄αpβαp1
β̄ϕp2
β̄ϕp3
· · · 〉0のような場につい

て 5次、8次、11次、· · · の積の e−S (2)
eff に関する平均を含み、このうち生成演算子と消滅演算子を

同数含まない項はゼロとなる。例えば、奇数次の項はすべてゼロとなる。ゼロにならない偶数次
の平均は、よく知られたWickの定理を用いて自由な伝搬関数 (107)と (108)の積に書き表すこと
ができ、そうして得られたそれぞれの項は外線を持つ Feynmanダイアグラムに対応づけられる。
これらのダイアグラムには、二つ以上の部分に完全に分離しているものと、少なくとも一つの内
線で連結しているものの二種類が存在する。分離する二つ以上の部分を持つすべてのダイアグラ
ムを、その構成要素が外線につながったダイアグラムだけ見れば同じグループに属するようなダ
イアグラムからなる部分和を足し上げたものと見なすと、これを外線を持つ連結ダイアグラムと
真空中のバブルの総和の積の形に書き表すことができる。バブルの因子は分母により約されるの
で、結局 〈βαpβ̄αp〉は連結する Feynmanダイアグラムのみを用いて

〈βαpβ̄αp〉 = 〈βαpβ̄αp〉0 + 1

2!
〈βαpβ̄αp(S (3)

eff
)2〉c0 + · · · (109)

のように書き表されることがわかる。ここで右辺第 2項に記された記号 cはWickの定理による可
能な縮約のうち連結ダイアグラムのみを考慮することを意味する。(109)式の右辺第 2項をWick

の定理を用いて実際に計算すると、Higgsモードの自己エネルギーに対する最低次の寄与を含んだ
表式として

Σα(iωn, k) =
1

2β

∑
p1

∑
p2

|Mp,p1,p2
|2〈βϕp1

β̄ϕp1
〉0〈βϕp2

β̄ϕp2
〉0 (110)

を得る。この表式はちょうど図 9に示したような Feynmanダイアグラムに対応しており、物理的
にはHiggsモードが二つのNGモードに崩壊する過程により減衰率が有限になることを意味する。
このように、一つの集団励起モードが別の二つの集団励起モードへの崩壊により減衰することを
Beliaev減衰と呼ぶ [67, 68]。

図 9: Higgsモードの自己エネルギーへの寄与を表す Feynman図。実線はHiggsモードの自由な伝
搬を表し、〈βαβ̄α〉0 に対応する。一方で、破線は NGモードの自由な伝搬を表し、〈βϕβ̄ϕ〉0 に対応
する。
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自己エネルギー (110)から Higgsモードの減衰率を計算しよう。(110)式は、恒等式

∑
ωn1

∑
ωn2

δωn,ωn1
+ωn2

1

iωn1
− Eϕk1

1

iωn2
− Eϕk2

= −β
1 + fB(Eϕk1

) + fB(Eϕk2
)

iωn − Eϕk1
− Eϕk2

(111)

を用いることで、次のように書き直すことができる。

Σα(iωn, k) = −1

2

∑
k1

∑
k2

|Mk,k1,k2
|2

1 + fB(Eϕk1
) + fB(Eϕk2

)

iωn − Eϕk1
− Eϕk2

(112)

ここで、 fB(z)は Bose分布関数
fB(z) =

1

eβz − 1
(113)

である。(112)式を iωn → ω + iδのように解析接続すると、Higgsモードの遅延 Green’s関数に対
する自己エネルギー

ΣR
α(ω, k) ≡ Σα(iωn,k)|iωn→ω+iδ

= −1

2

∑
k1

∑
k2

|Mk,k1,k2
|2

1 + fB(Eϕk1
) + fB(Eϕk2

)

ω − Eϕk1
− Eϕk2

+ iδ
(114)

を得る。Higgsモードの減衰率は、ω = Eαk としたときの自己エネルギー (114)の虚部

Γαk = ImΣR
α (Eαk,k) (115)

であるので、これを計算すると結局、Higgsモードの減衰率として

Γαk =
π

2

∑
k1

∑
k2

|Mk,k1,k2
|2(1 + fB(Eϕk1

) + fB(Eϕk2
))δ(Eαk − Eϕk1

− Eϕk2
) (116)

を得る。(116)式は分布関数 fB(z)を介して温度に依存する。もし (116)式に含まれる δ関数がすべ
ての波数にわたって少なくとも一点でゼロでないならば、減衰率の値がゼロとならないことがわ
かる。これは Beliaev減衰の特徴の一つである。つまり、Higgsモードは絶対零度において、二つ
のNGモードを放出することで減衰しうる [29]。後で見るように、(116)式に含まれる δ関数は実
際にゼロでない値を与えるので、絶対零度において Higgsモードはゼロでない減衰率を持つこと
がわかる。

(116)式は、始状態から中間状態への遷移に対するエネルギー保存則を意味する δ関数を含んで
いる。これは、相互作用に関わる 3つの準粒子のもつエネルギーがバンド構造 (96)から与えられ
るという意味で、on-shellのエネルギー保存則である。保存則の形は、ダイアグラムを構成する頂
点の種類に対応する。もし図 8(a)から図 8(d)までの相互作用項を考慮に入れ、上記と同様の計算
を行い減衰率に対する表式を求めたとすると、やはりその表式は on-shellのエネルギー保存則に対
応した δ関数を含む。もしバンド構造の理由からこの保存則を満たすような波数の組が存在しな
いならば、減衰率への実際的な寄与はゼロである。実際に数値的な方法を用いて確かめてみれば
わかるように、図 8(e)に対応した保存則のみが解を持ち、それ以外の場合に対応した保存則は解
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を持たないことがわかる。もしバンド構造が (97)式のような簡単な形を持つならば、この事実は
解析的に確かめることができる。先の議論で図 8(a)から図 8(d)までの相互作用項を無視したこと
はこの事実に由来する。NGモードの場合の計算においても、同様の理由により図 8(e)のみを考
慮して計算を行うことにする。

3.5.2 Nambu–Goldstoneモードの自己エネルギー

Higgsモードのときと全く同様にして、NGモードの自己エネルギー、そして減衰率を計算する
ことができる。計算の出発点は NGモードの 1粒子 Green’s関数

〈βϕpβ̄ϕp〉 ≡
∫ D(β, β̄)βϕpβ̄ϕpexp(−Seff)∫ D(β, β̄)exp(−Seff)

(117)

である。有効作用は (99)式で与えられ、3.5.1節で説明したように、摂動項のうち S (3)
eff
のみを考慮

する。S (3)
eff
に関して 2次のオーダーで摂動展開すると、

〈βϕpβ̄ϕp〉 = 〈βϕpβ̄ϕp〉0 + 1

2!
〈βϕpβ̄ϕp(S (3)

eff
)2〉0 + · · · (118)

である。NGモードに関する Dyson方程式

〈βϕpβ̄ϕp〉 = 〈βϕpβ̄ϕp〉0 + 〈βϕpβ̄ϕp〉0Σϕ(iωn, k)〈βϕpβ̄ϕp〉 (119)

が定義するNGモードの自己エネルギーは、Green’s関数 (117)に含まれる、2本のNGモードの外
線とつながり、かつそれ自身１本の NGモードの内線の切断により二つの部分に分割できないよ
うなダイアグラムの総和である。したがって、そのような部分を 2次のオーダーまでの範囲内で
(118)式から取り出すと、NGモードの自己エネルギーは

Σϕ(iωn, k) =
1

β

∑
p1

∑
p2

|Mp1,p,p2
|2〈βαp1

β̄αp1
〉0〈βϕp2

β̄ϕp2
〉0 (120)

で与えられることがわかる。この表式はちょうど図 10に示したような Feynmanダイアグラムに
対応している。このダイアグラムは、始状態における一つの NGモードが熱的に励起された他の
NGモードを吸収し、新しく一つのHiggsモードを励起することで消滅する過程により、NGモー
ドの減衰率が有限になることを意味する。熱励起の吸収とその結果としての新しい集団励起の生
成に伴う集団励起モードの減衰を Landau減衰と呼ぶ。このような減衰現象は、無衝突プラズマの
問題において、Landauによって最初に議論された [48, 69]。
次に (120)式から減衰率に対する表式を求めよう。次の恒等式

∑
ωn1

∑
ωn2

δωn1
,ωn+ωn2

1

iωn1
− Eαk1

1

iωn2
− Eϕk2

= −β
fB(Eϕk2

) − fB(Eαk1
)

iωn − Eαk1
+ Eϕk2

(121)

を用いると、(120)式は、

Σα(iωn,k) = −
∑
k1

∑
k2

|Mk1,k,k2
|2

fB(Eϕk2
) − fB(Eαk1

)

iωn − Eαk1
+ Eϕk2

(122)
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図 10: NGモードの自己エネルギーへの寄与を表す Feynman図。実線は Higgsモードの自由な伝
搬を表し、〈βαβ̄α〉0 に対応する。一方で、破線は NGモードの自由な伝搬を表し、〈βϕβ̄ϕ〉0 に対応
する。

と書き換えられる。(122)式の解析接続から遅延 Green’s関数の自己エネルギー

ΣR
ϕ (ω,k) ≡ Σϕ(iωn,k)|iωn→ω+iδ

= −
∑
k1

∑
k2

|Mk1,k,k2
|2

fB(Eϕk2
) − fB(Eαk1

)

ω − Eαk1
+ Eϕk2

+ iδ
(123)

を求めることができる。 fB(z)は (113)式で与えたBose分布関数である。Higgsモードと同様、NG

モードの減衰率は
Γϕk = ImΣR

ϕ (Eϕk,k) (124)

で定義されるので、結局、NGモードの減衰率に対する表式として

Γϕk = π
∑
k1

∑
k2

|Mk1,k,k2
|2( fB(Eϕk2

) − fB(Eαk1
))δ(Eϕk − Eαk1

+ Eϕk2
) (125)

を得る。この表式は明らかに絶対零度 β → ∞においてゼロであり、したがって Landau減衰の寄
与が有限温度の系においてのみ存在することがわかる。つまり、絶対零度においては NGモード
が衝突する熱励起が存在しないので、減衰は起こらないのである。これは Landau減衰の特徴の一
つであり、3.5.1節での Beliaev減衰とは対照的である。

3.5.1節から 3.5.2節までの議論をまとめよう。HiggsモードとNGモードの各々に対して有限温
度における減衰率の表式を得た。Higgsモードの減衰率への寄与は、Beliaev型のダイアグラムの
みであり、絶対零度においても有限の寄与を持ちうる。一方でNGモードへの減衰率への寄与は、
Landau型のダイアグラムのみであり、絶対零度においてそれはゼロとなる。以降の章では、これ
らの減衰率の u依存性と T 依存性を、解析的および数値的な方法で調べる。具体的には、それぞ
れの表式に含まれる運動量に関する総和を評価する。

4 Higgsモードの減衰率

この章では、3.5.1節で求めた Higgsモードの減衰率の公式 (116)を用いて、有限温度における
Higgsモードの減衰の性質を議論する。NGモードの議論は第 5章で展開される。4.1節では、表
式 (116)を長波長近似の範囲内で解析的に評価し、得られた表式を用いて減衰の性質を議論する。
4.2節では、長波長近似をとらない数値的な方法で評価した結果を示し、4.1節における結果との
相違点を議論する。
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4.1 長波長近似を用いた解析的な評価

この節では、Higgsモードの減衰率 (116)がもつ運動量に関する総和を積分で近似し、その積分
を解析的に実行することで、減衰率に対する具体的な関数形を求める。以下では運動量 k = 0を
もつ Higgsモードの減衰率を考察する (図 11参照)。波数ゼロの Higgsモードに着目する理由は、
まず実験的には長波長的な固有振動モードの方が生成しやすいこと、そして波数ゼロを持つHiggs

モードの性質が実験系において観測可能なHiggsギャップの性質に関わることから特に重要だから
である (第 1章を参照)。求められた表式の u依存性と T 依存性を調べることで、Higgsモードの減
衰の性質を理解する。

図 11: ゼロ運動量を持つHiggsモードの減衰の概念図。Higgsモードは二つのNGモードに崩壊す
ることで減衰する。それぞれのNGモードは、エネルギー・運動量保存則より、Higgsギャップの
半分に等しいエネルギーを持ち、お互いに逆向きの運動量を持つ。

初めに、運動量空間にわたる被総和関数の変動が十分に滑らかであると仮定して、(116)式の運
動量に関する総和を次のような積分で近似しよう。

Γαk =
π

2

∑
k1

∑
k2

|Mk,k1,k2
|2(1 + fB(Eϕk1

) + fB(Eϕk2
))δ(Eαk − Eϕk1

− Eϕk2
)

≈ π
2

∫
|k2 |<kc

d3k2

(2π)3
|M′k,k−k2,k2

|2(1 + fB(Eϕk−k2
) + fB(Eϕk2

))δ(Eαk − Eϕk−k2
− Eϕk2

). (126)

ただし、積分は高エネルギー領域を消去するために導入されたカットオフ kc ∼ (格子定数)−1 = 1

を持つ。被積分関数の形から明らかに、この積分を解析的に実行することは困難である。
そこで積分を解析的に評価するために、相互作用過程が長波長領域で閉じると仮定して、表式

(126)に対して長波長近似を行おう。つまり、被積分関数が持つすべての Bogoliubov変換 (86)の
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係数 (92)および (93)を

uαk ≈
√

2 − u2 + Δ

2Δ
+ O(|k|2), (127)

vαk ≈
√

2 − u2 − Δ
2Δ

+ O(|k|2), (128)

uϕk ≈
√

u + 1

4cng|k|
(
1 +

cng|k|
u + 1

+ O(|k|2)

)
, (129)

vϕk ≈ −
√

u + 1

4cng|k|
(
1 − cng|k|

u + 1
+ O(|k|2)

)
(130)

のように近似し、異方的なバンド分散 (96)を等方的な (97)式で近似しよう。このような仮定は、
特にMott転移点近傍において正当化される。なぜならば、転移点近傍においては、減衰率の振る
舞いに対してエネルギー・運動量保存則の観点から Δ/(2cng)程度の波数を持つ NGモードが支配
的だからである。つまり、ちょうどHiggsギャップの半分程度のエネルギーをもつNGモードが支
配的である (図 11を参照)。転移点近傍では Δ/(2cng) � 1であるので、このような長波長近似が有
効である。もちろん、Δ/(2cng) � 1が満足されない領域では、先験的には長波長近似は有効でな
いと考えられる。これに関しては次の節において再び考察する。
上で述べた長波長近似を行うと、(116)式は

Γαk=0 =
π(1 + u)4(1 − u2)

4Δc2
ng

∫
|k2 |<kc

d3k2

(2π)3

1

|k2|2 (1 + 2 fB(Eϕk2
))δ(Eα0 − 2Eϕk2

) (131)

なる形に書き直される。もしuがMott転移点に十分に近く、支配的なNGモードが持つ波数Δ/(2cng)

が十分に小さいならば、kcを無限大としても結果に重要な違いを与えない。つまり、∫
|k2 |<kc

d3k2 →
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dkx

2dky
2
dkz

2

= 2π

∫ ∞

0

d|k2|
∫ 1

−1

d(cosθ)|k2|2 (132)

のように置き換えてもよい。|k2|と cosθに関する積分は δ(Eα0 − 2Eϕk2
) = δ(k2 − Δ/2cng)/(2cng)に注

意すれば簡単に計算できて、その結果は

Γαk=0 = Jn̄z
d3/2(1 + u)

√
1 − u2

23
√

2π
coth
βΔ

4
(133)

である。ここで d = 3である。この表式が主要な結果の一つであり、有限温度におけるHiggsモー
ドの Beliaev減衰による減衰率を与える。Higgsギャップを有限に保ちつつ、βΔ → ∞の極限をと
ることで、絶対零度における Higgsモードの減衰率

lim
βΔ→∞

Γαk=0 = Jn̄z
d3/2(1 + u)

√
1 − u2

23
√

2π
(134)

を得る。(133)式と (134)式の比較からわかるように、絶対零度における減衰率に対する有限温度補
正効果は coth(βΔ/4)の因子に集約されている。(134)式の転移点近傍の振る舞いは、先行研究 [29]
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の結論と一致する。つまり、(134)式を Higgsギャップで割った式は、転移点近傍において過減衰
になる程大きな値をとることなく一定値へ近づく。その意味で、公式 (133)は先行研究 [29]の結
果に対する有限温度補正効果を与える。

図 12: (a) Jn̄zを単位としたときのHiggsモードの減衰率を、T を固定し、横軸を uとして示した。
Higgsモードは転移点近傍において有限の減衰率を持ち、それは温度の増加に伴い増大する。(b)

Δに関するHiggsモードの減衰率の比を、T を固定し、横軸を uとして示した。T = 0.5Jn̄zにおい
て、それは 1よりも小さい値を持つので、Higgsモードは過減衰ではないことがわかる。

減衰率 (133)および (134)は無次元量 u = U/(4Jn̄z)に依存し、|1 − u|に依存してその大きさを変
え、さらにその大きさは温度に依存する。その様子を図 12(a)に示した。図 12(a)からわかるよう
に、Higgsモードの減衰率は、転移点に近づくにつれて、温度によって決まるある有限の値へ漸近
する。減衰率の値は、温度が上昇するにつれて図 12(a)に示されるように増大する。これは転移点
近傍において Higgsモードの共鳴ピークの崩れが有限温度効果により広がることを意味する。
ここで、有限温度効果によりHiggsモードが過減衰になるかどうかを調べてみよう。Higgsモー

ドの減衰特性は、Higgsモードの典型的な振動数 Δに関する減衰率の比の大きさにより決まる。い
ま、Γαk/Δ ≥ 1を満たすとき、Higgsモードは過減衰であると定義しよう。図 12(b)に、Γαk/Δを u

の関数として示した。温度を大きくするにつれて比 Γαk/Δが大きくなる振る舞いが見受けられる
が、その大きさは 1よりも小さい。したがって、およそ Jn̄z ∼ U 程度の温度では Higgsモードは
依然として過減衰でないことがわかる。ここで、Jn̄z程度の温度が現実の実験系の典型的な温度に
相当することに注意しよう。よってこの結果は、典型的な実験系において、Higgsモードが過減衰
でないことを意味し、3次元系においてHiggsモードをwell-definedなピークとして観測できる可
能性を示唆する。
ここで、図 12(a)および (b)において、与えられた温度 T よりもHiggsギャップ Δが小さくなる
ような領域を消去したことに注意しよう。それは以下のような理由による：文献 [70]によれば、量
子臨界点近傍において系の Higgsギャップと超流動・常流動転移温度 Tcは

Δ ∼ |u − uc| 12 , Tc ∼ |u − uc| 12 (135)

のようにスケールされる。つまり、HiggsギャップΔと転移温度 Tcの臨界指数は一致し、Δ ∼ Tcと
なる。ところで、これまでの議論では、系が超流動状態にあることを暗黙のうちに仮定していた。
もし T がHiggsギャップよりも大きいならば、系が超流動状態にあることに反する。したがって、
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T はHiggsギャップより小さくなければならない。図 7で示したように、HiggsギャップはMott転
移点に近づくにつれて閉じていくので、Mott転移点 u = 1に十分近づいたところで T と Δの大小
関係が逆転する。逆転する点を条件 Δ ≡ T により定めると、その点よりも転移点に近い側の結果
は上に述べた理由で物理的ではないので除去しなければならないのである。
以上をまとめると、長波長近似を用いて減衰率に対する解析的表式 (133)を得た。表式 (133)の
各温度における u依存性から、超流動・常流動転移温度以下の典型的な実験系の温度において、
Higgsモードは過減衰にならない程度の有限の減衰率を持つことがわかった。そしてその減衰率は
温度の上昇に対して図 12のように増加することがわかった。

4.2 数値的な評価

前節でも述べたように、解析的表式 (133)は長波長近似が妥当である領域においてのみ正しい。
前節に述べた考察によれば、条件 Δ/(2cng) � 1が満たされるMott転移点近傍がそのような領域
である。Mott転移点から離れた領域では長波長近似が妥当でないことは次のようにして理解でき
る。図 13に示すようなエネルギー・運動量保存則 Eαk − Eϕk−k2

− Eϕk2
= 0の数値解の集合を考察し

よう。図 13(a)から (f)までの図に示された閉じた曲面のおよその半径は、Higgsモードの崩壊後に
できる NGモードが持つべき波数の大きさに等しく、およそ Δ/(2cng)である。Mott相に十分近い
図 13(f)においては、この大きさは十分に小さいので、長波長近似は妥当であると考えてよい。し
かし、図 13(a)に向かうにつれてこの大きさは徐々に大きくなり、長波長近似は妥当でなくなる。
先験的には、このような領域においては長波長近似を用いて導かれた (133)式は正しくない結果
を与えるはずである。実際には長波長近似により無視された寄与があり、その寄与が (133)式とは
本質的に異なる振る舞いを減衰率に与える可能性がある。この節では、長波長近似を用いて導か
れた (133)式の適用範囲を理解するために、(116)式の数値的な総和について考察する。得られた
結果を解析的表式と比較することで、長波長近似がどの程度よいのか理解する。
数値的な総和を行うためには、表式 (116)がもつ δ関数を適当な関数で置き換えなければならな
い。ここでは、そのような置き換えとして

δ(x)→ 1

π
√
ε

e−x2/ε2 (136)

を採用しよう。つまり、δ関数をGauss関数で置き換えることを考える。εは、ある有限の微小量
であるとする。εは δ関数の幅と高さを特徴付け、計算結果は εと系のサイズ L = N1/3とに依存す
る。数値計算の結果がサイズの選び方や ε の選択に依存しない正しい出力を与えるように、最適
な組 (ε, L)を選ぶ必要がある。そのような組を決めるためには、固定された L = N1/3に対する出
力の ε依存性を求め、εの値に関してある一定領域に広がった出力が変化しない範囲を見出し、そ
の範囲に属する ε を選べば良い。そして、そのような出力が変化しない領域ができるだけ大きく
なるような Lを選べば良い。図 14からわかるように、そのような組 (ε, L)として (10−2, 500)を選
べば良い。以下に示すすべての結果はこのパラメータを用いて計算されたものである。
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図 13: エネルギー・運動量保存則を数値的に解いて得られる解の集合。(a)から (f)に向かうにつれ
て uは 1へ近づく。各図に示された閉じた曲面の差し渡しの半分は、Higgsモードが崩壊してでき
る NGモードが持つべき波数の大きさの程度である。これは転移点に近づく程小さくなる。

図 14: 数値計算結果の収束性の確認。L = 500において、およそ ε = 10−1 から ε = 10−2.5 の間に
平坦な領域を見出すことができる。したがって、(L, ε) = (500, 10−2)が最適なパラメータの組であ
る。ここでは (u, T ) = (0.9, 0.3Jn̄z)に対する出力を計算した。
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数値計算の結果を図 15に示す。まず、T = 0.1Jn̄zでなおかつ転移点に十分近い領域を見てみよ
う。この領域においては、長波長近似を含む解析計算の結果と、そのような近似を含まない数値
計算の結果がよく一致する。その一方で、転移点から離れたところにおいては、数値計算による
結果の方が、解析的な結果よりも大きな減衰率を持つ。この違いは、長波長近似からのずれであ
り、Mott転移点から離れた所では長波長近似が成り立たないことを意味する。しかしながら、こ
の違いは減衰率のそのものの値に比べれば十分に小さく、したがってMott転移点から離れた所の
減衰率の振る舞いも (133)式でよく記述できることがわかる。

図 15: 数値計算の結果 (点線)と解析計算の結果 (実線)の比較。転移点近傍では両者は良い一致を
示すが、その一方で転移点から離れた所では前者の方が後者よりも大きい。この差異は、長波長
近似により無視されていた寄与である。

次に温度を高くした場合に同様の考察をしよう。Mott転移点近傍においてはやはり数値計算と
解析計算とでよい一致を示す。そして、転移点から離れた所においては、低温の場合と同様、数
値計算の結果は解析計算の結果よりも大きい。しかし、低温の場合との違いは、その差の大きさ
の違いである。しかし、数値計算の結果 Γnum

α と解析計算の結果 Γanaを用いて定義できる相対誤差
|Γnum
α − Γana

α |/Γnum
α を導入すると、この相対誤差は温度によらず、お互いに同じオーダーの値を持つ

ことがわかる。言い換えると、高温でずれが大きくなるのは、減衰率そのものが低温のときに比
べて大きいからである。したがって、高温の場合にも (133)式はMott転移点から離れた所の減衰
率の主要な振る舞いを記述できることがわかる。
以上より、長波長近似が成り立たない領域における減衰率の振る舞いの主要な部分は、長波長
近似で導いた解析的表式により記述されることがわかった。長波長近似が妥当でない領域におい
て、数値計算の結果は解析計算の結果よりも大きいことがわかった。

5 Nambu–Goldstoneモードの減衰率

この章では、3.5.2節で求めたNGモードの減衰率の公式 (125)を用いて、有限温度におけるNG

モードの減衰の性質を議論する。5.1節では、Higgsモードのときと同様な方法で表式 (125)を長波
長近似の範囲内で解析的に評価し、得られた表式を用いて減衰率の性質を議論する。5.2節では、

41

《修士論文》 物性研究・電子版 Vol. 5, No. 3, 053602 （2016年8月号）



長波長近似をとらない数値的な方法で評価した結果を示し、5.1節における結果との相違点を議論
する。

5.1 長波長近似を用いた解析的な評価

この節では、第 4章で Higgsモードの減衰率を調べたのと同様の方法で、NGモードの減衰率
(125)式から具体的な関数形を求める。つまり、(125)式おける波数に関する総和を積分で近似し、
その積分を長波長近似を用いて解析的に評価する。特に、その運動量の大きさが |k| � 1であるよ
うな長波長的なNGモードの減衰の性質に着目する。この理由は、Higgsモードのときと同様、こ
のような NGモードは実験的に生成しやすいからである。

(132)式と同じように総和を積分に置き換え、第 4章における長波長近似を行うことで、(125)

式は、

Γϕk ≈ −πβ
∫
|k2 |<kc

Nd3k2

(2π)3

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
(1 + u)4(1 − u2)

4βNc2
ng

2√
Δ2 + c2

h
|k + k2|2

1

|k||k2|

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭
× ( fB(Eαk+k2

) − fB(Eϕk2
))δ(Eϕk − Eαk+k2

+ Eϕk2
)

= −πβ
∫
|k2 |<kc

Nd3k2

(2π)3

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩ (1 + u)4(1 − u2)

4βNc2
ng

2

cng(|k| + |k2|)
1

|k||k2|

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
× ( fB(Eϕk + Eϕk2

) − fB(Eϕk2
))δ(Eϕk − Eαk+k2

+ Eϕk2
)

= −2π(1 + u)4(1 − u2)

4c3
ng(2π)3|k|

∫
|k2 |<kc

d3k2
1

|k2|(|k| + |k2|) ( fB(Eϕk + Eϕk2
) − fB(Eϕk2

)) (137)

× δ(Eϕk − Eαk+k2
+ Eϕk2

)

のように近似できる。2つめの等号では δ関数の性質を使い、最後の等号では定数因子を積分記号
の前にまとめた。積分範囲は、Higgsモードのときと同じ理由で、その上端と下端を正の無限大と
負の無限大に置き換えられる。
表式 (137)式の積分を計算するために、 f (x)を少なくとも一つの零点を持つ関数とし、その代表
点を x0としたとき、δ関数が満たす関係式

δ[ f (x)] =
∑
x0

1

| f ′(x)|δ(x − x0) (138)

を用いて、δ(Eϕk − Eαk+k2
+ Eϕk2

)を書き直そう。まず Eϕk − Eαk+k2
+ Eϕk2

の零点が、kと k2の間の角度
を θとして、

cng(|k| + |k2|) −
√
Δ2 + c2

h
|k + k2|2 = 0 (139)

で与えられる 2次元平面 (|k2|, cosθ)内の曲線上の点であることに注意すると、この (139)式の |k2|
を固定したときの cosθについての解

cosθ =
c2

ng(|k| + |k2|)2 − c2
h
(|k|2 + |k2|2) − Δ2

2c2
h
|k||k2|

(140)

≡ g(|k|, |k2|; u) (141)
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を用いて、δ(Eϕk − Eαk+k2
+ Eϕk2

)は

δ(Eϕk − Eαk1
+ Eϕk2

) =
cng(|k| + |k2|)

c2
h
|k||k2|

δ (cosθ − g(|k|, |k2|; u)) (142)

のように書き直される。
(142)式を用いて cosθに関する積分を実行するために、次の積分 I(|k|, u)を考察しよう：

I(|k|, u) =

∫ ∞

0

d|k2|
∫ 1

−1

d(cosθ) f (|k2|, cosθ; u)δ(cosθ − g(|k|, |k2|; u)) (143)

f (|k2|, cosθ; u)は任意の関数であるとする。|k|と uが与えられたとき、|g(|k|, |k2|; u)| > 1となるよう
な |k2|に対しては、(143)式の被積分関数はゼロとなる。いま |k| � 1であり、−|k|2+Δ2/(c2

ng−c2
h
) > 0

が成り立つので、任意の |k2| > 0に対して ∂g/∂|k2| > 0であり、g(|k|, |k2|; u)は |k2|の増大に関して
単調増加関数である。実際、g(|k|, |k2|; u)の |k2|に関する導関数は

∂g(|k|, |k2|; u)

∂|k2| =
c2

ng − c2
h

2c2
h
|k||k2|2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝|k2|2 − |k|2 + Δ2

c2
ng − c2

h

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (144)

であり、その形からこれは明らかである。したがって、負の無限大から正の無限大へわたる |k2|に
関する積分 I(|k|, u)は、g(|k|, |k2|; u) = −1より定まる下端 klから g(|k|, |k2|; u) = 1の条件より定まる
上端 kuへわたる |k2|に関する積分となる。つまり、

I(|k|, u) =

∫ ku

kl

d|k2| f (|k2|, g(|k|, |k2|; u)) (145)

となる。ここで kuと klは

ku = −|k| +
√

Δ2

c2
ng − c2

h

, (146)

kl =
1

c2
ng − c2

h

{
−(c2

ng + c2
h)|k| +

√
4c2

h
c2

ng|k|2 + Δ2(c2
ng − c2

h
)

}
(147)

であり、uの関数である。kuと klの大小関係は、もし長波長領域を考えるならば常に ku − kl > 0

である。実際、図 16(b)に示した |k| = 0.1のときの ku − kl からわかるように、uの全領域にわた
り ku − kl > 0が成り立つ。また図 16(a)からわかるように、下端 klは転移点直上においてちょう
どゼロとなる。ここで、下端 klが 1よりも小さくなる領域がおよそ u = 0.95から u = 1までの間
にあることに注目しよう。この事実は長波長近似が妥当な領域が非常に狭いことを示す。したがっ
て、以下で導く解析的な表式の結論は、この程度の狭い領域でしか成り立たないことに注意しよ
う。この問題には、次の数値計算に関する章において立ち返る。

(145)式より (137)式は

Γϕk = − (1 + u)4(1 − u2)

8πc2
ngc2

h
|k|2

∫ ku

kl

d|k2|( fB(Eϕk + Eϕk2
) − fB(Eϕk2

)) (148)

となる。分布関数の積分は次の公式∫
dx

1

eα1+α2 x − 1
=

1

α2
log(eα1 − e−α2 x) + const. (149)
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図 16: (a) kuと klの uに関する依存性を示す。|k| = 0.1であるとする。u = 1において、klがゼロ
になることがわかる。(b) |k| = 0.1としたとき、kuと klの差は uに関して非負である。

より計算できる。結局、NGモードの減衰率として、次の表式を得る。

Γϕk =
d5/2(1 + u)2(1 − u)

4β
√

2πu2|k|2 log
1 − e−βcng(kl+|k|)

1 − e−βcng(ku+|k|)
1 − e−βcngku

1 − e−βcngkl
(150)

ここで空間次元は d = 3である。この表式は明らかに β→ ∞でゼロとなる。これは、絶対零度の
極限では熱的に励起された NGモードが存在しないからである。

(150)式は図 16からわかるように、kuが 1に比べて大きいこと、そして kが 1に比べて小さい
ことから、さらに簡単な表式に書き直すことができて、

Γϕk ≈ d5/2(1 + u)2(1 − u)

4
√

2πu2|k| cng fB(cngkl) (151)

である。|k|が十分に小さいときの減衰率の温度依存性は、保存則により許容される下限の運動量
klを持つ NGモードに関する Bose分布関数により記述されることがわかる。

図 17: (a)NGモードの減衰率に対する解析的表式 (150)の u依存性。温度は T = 0.3Jn̄zである。u
が転移点に近づくにつれて、減衰率はゼロから有限の値に立ち上がる。(b)NGモードがもつ振動
数 cng|k|に関する (150)式の比。転移点近傍において Γϕk/(cng|k|)は非常に大きな値を持ち、した
がってNGモードは過減衰である。(a)と (b)の双方において、Higgsギャップ Δが与えられた温度
を下回る部分を消去してある (第 4章を参照)。

(150)式を T と |k|を固定して uに関してプロットすることによりその振る舞いを理解しよう。図
17(a)には温度を T = 0.3Jn̄zに固定し、運動量の大きさ |k|を図中に示すように変化させた時の振
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る舞いを示した。まずは運動量の大きさによらずに共通する性質に言及しよう。図 17(a)からわか
るように、NGモードの減衰率は、Mott絶縁相への相転移点から十分にはなれた所では小さな値
を持つが、そこから転移点に近づくにつれて徐々に増大する。つまり、Mott転移点近傍において
は、NGモードは大きな遷移確率で減衰することがわかる。
このような振る舞いは、次のように物理的に解釈できる。図 18に示されるような二つの場合を
考えよう。図 18(a)は転移点から十分にはなれた所でのHiggs分岐の分散関係とNG分岐の分散関
係であり、図 18(b)は十分に近いときの分散関係である。今、そのエネルギーが (b)においてちょ
うどHiggsギャップの大きさの半分に等しいような運動量 kを持つNGモードが一つ存在する有限
温度系を考えよう。このNGモードの減衰は、熱的に励起された他のNGモードを吸収し、終状態
として Higgsモードを作り出すことで起こる (Landau減衰)。容易にわかるように、Higgs分岐の
エネルギー・ギャップが (a)のように十分に開いているとき、エネルギー・運動量保存則からこの
ような吸収と放出は起こらないので、Landau減衰は起きない。一方で、系を転移点に近づけるこ
とでエネルギー・ギャップを小さくして (a)から (b)に至ると、エネルギー・運動量保存則を満た
すような散乱過程が現れ、Landau減衰が起きるようになる。これが図 17(a)に示された NGモー
ドの減衰率の振る舞いの物理的描像である。

図 18: (a) Higgsギャップが cng|k|に比べて十分に大きいとき、熱的に励起された NGモードを吸
収することで上部にある Higgsバンドに遷移できないため、Landau減衰は起こらない。(b) Higgs

ギャップの大きさが、およそ cng|k|の 2倍程度になったとき、上部のHiggsバンドへの遷移が可能
となり、Landau減衰が起こるようになる。

次に、運動量の大きさを変えたときの振る舞いについて言及しよう。|k| = 0.1のとき、NGモー
ドの減衰率はMott転移点近傍近くにピークを持つような構造を持つが、|k|をそれよりも大きくす
るにつれて、そのピークは中心の位置を変えながら徐々に広がる。つまり、短波長領域から長波
長領域に近づけるにつれて、減衰率が増大することがわかる。このような振る舞いの起源は次の
ように理解できる。大きな |k|を持つ NGモードは、大きなエネルギーを持つので、Higgsギャッ
プがあまり低い所まで落ちてこなくても、保存則を満足しながら Landau減衰を起こすことができ
るのである。このような振る舞いは、長波長領域において NGモードが過減衰になる可能性を与
える。これを確かめるために T = 0.3Jn̄zのときの Γϕk/(cng|k|)を uの関数としてプロットした (図
17(b)を参照)。もし Γϕk/(cng|k|) ≥ 1を満たす領域があるならば、その領域において NGモードは
過減衰である。図 17(b)から明らかに、|k| = 0.1でかつMott転移点に十分近いとき、NGモードは
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過減衰であることがわかる。そして、|k| = 0.2よりも大きな運動量を持つ NGモードは、u = 0.5

から u = 1の領域において過減衰でないことがわかる。このように長波長的なNGモードは転移点
近傍において過減衰であることがわかる。
この節の最後に、減衰率 (150)の温度依存性を見てみよう。運動量の大きさを |k| = 0.1に固定し
たとして、そのときの温度依存性を示す (図 19を参照)。この振る舞いは、温度が増大するにつれ
て散乱の相手となる熱的に励起されたNGモードの個数が増え、それに伴い Landau減衰の頻度が
増大するからである。この描像は (151)式が示唆する結果と対応している。その表式は Bose分布
関数を介して温度に依存するので、それぞれの温度に対する NGモードの分布密度に比例して減
衰率が変化する。

図 19: |k| = 0.1のときのNGモードの減衰率の温度依存性。T > Δとなる領域は非物理的であるの
で除去した。

この節の議論をまとめよう。長波長近似を用いて (125)式を近似し、簡単化された積分を計算す
ることで、NGモードの減衰率に対して具体的な関数形 (150)を与えた。その関数の u、T、|k|に対
する依存性を図 17と図 19にまとめた。温度依存性に関して、(151)式より、減衰率はおよそ Bose

分布関数に比例する割合で温度の上昇に対して増大することがわかった。長波長的な NGモード
は転移点近傍において、有限温度由来のゆらぎの効果により強い減衰を示すことが分かった。uの
変化に対して減衰率が示す振る舞いに対して図 18に示したような物理的な描像を与えた。

5.2 数値的な評価

(150)式は、Higgsモードにおける対応する表式 (133)と同様、長波長近似が成り立つ領域にお
いてのみ正しい。Higgsモードのときと同様、そのような領域はMott転移点近傍であり、図 16と
合わせて考えると、転移点から測っておよそ u = 0.95程度までである。u = 0.95よりも小さくな
ると長波長近似が妥当でなくなることは、エネルギー・運動量保存則 Eϕk − Eαk1

+ Eϕk2
= 0を数値的

に解いた結果からわかる。それを図 20に示した。図に示した曲面は、熱的に励起されたNGモー
ドが持つ運動量で、エネルギー・運動量保存則で許される運動量の集合を表す。図 20からわかる
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ように、u = 0.95程度で比較的短波長の領域からの寄与が生じるようになり、u = 0.9程度になる
とそのほとんどが短波長領域からの寄与となる。このように解析的表式 (150)の適用範囲は非常に
狭いので、より広い領域にわたる減衰率の振る舞いを理解するためには、長波長近似を行わない
結果が必要である。そこで以下では、(125)式の総和を数値的に評価することで、長波長近似が妥
当でない領域も含めた減衰率の振る舞いを調べる。その結果は解析的表式からの結果も含むはず
であるので、それとの比較を考察する。

図 20: エネルギー・運動量保存則を数値的に解いて得られる解の集合。(a)から (f)に向かうにつれ
て uは 1に近づく。原点から各図に示された曲面までの距離は、運動量 kをもつ NGモードが吸
収する熱的に励起された NGモードのもつべき運動量の大きさの程度である。この距離は転移点
に近づく程小さく、uth=0.608を境にして消失する。

数値計算の方法は本質的にはHiggsモードのときと同じであるが、重要な違いは減衰率 (125)が
入射する NGモードの運動量 kの方向に依存することである。解析的表式を求める際に用いた長
波長近似は、実際には系が格子上に置かれていることからくるバンドの異方性を等方的に近似す
る操作と同じである。したがって、解析的表式にはこれによる効果が含まれていない。しかしな
がら、長波長近似が妥当でない領域では、先験的にはそのような異方性から来る寄与が無視でき
ない程度に存在すると期待できるので、以下ではこのことを考慮に入れて解析を行うものとする。
具体的には、次の運動量空間中の 3方向

e1 = (1, 0, 0),

e2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
√

3

2
,

1

2
, 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,
e3 =

(
1√
3
,

1√
3
,

1√
3

)
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のそれぞれに対して、NGモードの運動量の大きさ |k|、温度 T、そして uに関する減衰率の依存性
を数値的に解析し、異なる方向間でその結果を比較する。

図 21: 数値計算結果の収束性の確認。L = 500において、およそ ε = 10−2から ε = 10−4の間に平
坦な領域を見出すことができる。したがって、(L, ε) = (500, 10−3)が最適なパラメータの組である。
ここでは (u,T, |k|a) = (0.99, 0.3Jn̄z, 0.1)に対する出力を計算した。

数値計算を実行するには、第 4章のHiggsモードのときと同様、δ関数をGauss関数で近似しな
ければならず、したがって最適なパラメータの組 (ε, L)を選ばなければならない。それを探すため
に行われた数値解析の結果を図 21に示した。それによれば最適なパラメータは (ε, L) = (10−3, 500)

である。

図 22: T = 0.1Jn̄zのときの減衰率の u依存性。

以下、パラメータ (ε, L) = (10−3, 500)を用いて計算された結果を示し、それに対する考察を示そ
う。図 22では T = 0.1Jn̄zと固定したときの減衰率の運動量 |k|依存性と u依存性をみた。一つの
図中で比較しているのは、運動量の大きさを固定したときの方向依存性とそれらとの解析的表式
からの結果との比較である。図 22(a)から (d)のそれぞれの間の違いは、運動量 kの大きさの違い
である。図 22(a)から図 22(d)にいく程大きな |k|に対応する。これらの図から、解析的表式がそれ
が妥当な領域を越えて広い範囲で数値解析の結果と一致することがわかる。ここで、図 22(b)から
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図 22(d)までで、その転移点近傍での振る舞いを見てみよう。そこでは、解析的表式からのずれだ
けでなく運動量の方向が異なるそれぞれの結果の間でのずれも目視できる。これはバンド異方性
による効果であり、バンドを等方化して導いた解析的表式 (150)には存在しなかった振る舞いであ
る。この結果は、実際の減衰率が、それ自身小さくはあるが、たしかにバンドの異方性に対する
依存性を持っていることを示している。また、|k| = 0.1においてこのような異方性が見出されない
のは、バンドの異方性はそのバンド構造の短波長領域において出現し、長波長領域ではほとんど
等方的と見なせるからである。

図 23: T = 0.2Jn̄zのときの減衰率の u依存性。

図 24: T = 0.3Jn̄zのときの減衰率の u依存性。

図 23と図 24では、温度をそれぞれ T = 0.2Jn̄zと T = 0.3Jn̄zとしたときの図 22と同様の数値
計算の結果を示す。これらのすべてにおいて、図 22と同様に、解析的表式と非常に良い一致が見
られる。ここでもやはり図 23と図 24の (b)から (d)における転移点近傍でバンドの異方性による
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振る舞いが確認でき、(a)においてはバンドの等方化がよい操作であることに対応してこのような
異方性が現れないことがわかる。つまり、|k| = 0.1程度の運動量をもつ NGモードの減衰率には、
バンドの異方性による振る舞いは目立って現れず、その一方で運動量を |k| = 0.3程度まで大きく
するとそのような異方性が見えるようになることがわかった。また、この振る舞いは T = 0.1Jn̄z

から T = 0.3Jn̄z程度までの温度領域では温度によらず見出せることがわかる。
この節の議論をまとめると次のようになる。数値計算の結果は、長波長近似が妥当な領域はも
ちろんのこと、長波長近似が妥当でない領域においても解析的表式と良い一致を示すことがわかっ
た。数値計算の結果から、運動量 |k| = 0.1をもつ NGモードの減衰率にはバンドの異方性による
振る舞いが目立って現れないことから、長波長近似で求めた表式が良い記述を与えることがわかっ
た。また、数値計算の結果から、特に転移点の近傍において、バンド構造の異方性からくる減衰
率の振る舞いを見出した。

6 まとめ

本論文では、光格子中のBose原子気体の超流動相におけるHiggsモードとNGモードの減衰を、
特にその有限温度効果に着目して調べた。それぞれのモードの減衰率への寄与は、Higgsモード
に対しては 2つの NGモードへの崩壊により起こる Beliaev減衰、NGモードに対しては熱的に励
起された NGモードを吸収し、Higgsを生成することで起こる Landau減衰に対応したダイアグラ
ムで尽きており、その他の種類のダイアグラムは寄与しないことがわかった。これは少なくとも
1-loopの補正のみに着目するならばエネルギー・運動量保存則から帰結される。
場の理論より導かれる減衰率の表式に対して、Mott転移点近傍において妥当である長波長近似
を施すことで、その具体形を導出した。解析的に導出された Higgsモードの減衰率が、Mott転移
点近傍において温度により決まる有限の値を持つことがわかった。これらの値は高温である程大
きく、またその大きさは、典型的な温度において過減衰にならない程度の大きさであることがわ
かった。さらに得られた表式の絶対零度の極限が示す転移点近傍における振る舞いが、先行研究
[29]が示した絶対零度における Higgsモードの転移点近傍での減衰率が持つ振る舞いと一致する
ことから、得られた表式が先行研究による絶対零度の減衰率に対する有限温度補正効果を与える
ことがわかった。
また、解析的に導出された NGモードの減衰率が、Mott転移点へ近づくにつれて、ゼロから有
限の大きな値へ増大することを示した。減衰率を NGモードの振動数で割った量が、Mott転移点
近傍において kに逆比例して発散する振る舞いを持ち、|k| = 0.1程度の運動量に対してはNGモー
ドが過減衰になることがわかった。系の温度の増大は Landau減衰における相互作用の相手となる
NGモードの数を、およそ Bose分布関数に比例する割合で増やすので、結果として減衰率の増大
を導くことがわかった。
解析的に導出された減衰率の正当性を議論するために、場の理論により導かれた減衰率を数値
的に積分した。その結果、Higgsモードの減衰率の数値計算結果は、長波長近似が成り立つ領域で
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は解析計算の結果と非常に良く一致し、成り立たない領域では幾分かのずれが生じるが、その主
要な振る舞いは解析的な表式により記述されることがわかった。
また、NGモードの減衰率に対する数値計算結果が、長波長近似が妥当でない領域でも解析的表
式の結果とよく一致することがわかった。|k| = 0.1程度の長波長領域では、減衰率にはバンドの異
方性に起因する振る舞いが目立って現れず、したがって解析的表式の結果が十分に良い記述を与
えることがわかった。運動量の大きさが |k| = 0.3程度の大きさになるとバンドの異方性効果が現
れ始め、特にそれは転移点近傍において顕著であることがわかった。また、バンドの異方性に関
する上記の効果が T = 0.1Jn̄zから T = 0.3Jn̄zまでの範囲で温度によらず存在することを見た。

7 展望

本論文では系の充填率が十分に大きいと仮定して解析を行った。しかしながら、典型的な冷却原
子気体の実験系における 1サイトあたりの充填率はせいぜい 1から 10のオーダーであるため、実
験系と十分に対応した結論を得るためには低い充填率のときの解析が必要となる。充填率が低い場
合、有効スピン模型に対して付加的な項を考慮に入れる必要があり、それは、例えば Bogoliubov

変換の解析的な実行を困難にする。今後の研究では、充填率が小さいときに生じるいくつかの困
難を解消し、現実の系により対応する解析を行う予定である。
本論文で考察したのは、連続的対称性が自発的に破れた冷却原子気体における秩序変数の固有
振動モードの緩和である。減衰の時間スケールは減衰率の逆数で与えられ、一般に、それは系全体
の熱平衡化にかかる時間に比して短い。ところで近年、冷却原子系などの孤立量子系の長時間に
わたる非平衡ダイナミクスが興味を集めている [71]。例えば、孤立量子系の熱平衡化、ハミルト
ニアンがもつパラメータを突然に変化させた後の時間発展を追うクエンチダイナミクス、速度ス
ケールの異なる平衡緩和の実現などが盛んに議論されている。これらの新しい研究テーマから得
られた視座から本研究を見直してみると、例えば、系に生じた素励起の長時間にわたる熱化のダ
イナミクスを具体的な模型を用いて調べることで、模型に特有の振る舞いはもちろんのこと、模
型に依存しない一般的な法則を見出すことに興味が持たれるであろう。今後の研究では、本論文に
おける集団励起の減衰に関する研究のある方向への発展として、光格子中の超流動 Bose原子気体
の熱平衡化の過程における非平衡ダイナミクスを研究する予定である。具体的には、近年量子多
体系のダイナミクスを記述する有用な手法として注目されている Truncated Wigner Approximation

(TWA) [72, 73]を応用した解析を計画している。
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