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概要:

平衡系の統計力学において、相転移・臨界現象は主要なテーマであり、その普
遍性クラスについて概念的には基本的な理解が得られているが、非平衡系におけ
る同様な概念は確立しているとはいえない。しかし、界面成長を記述するモデル
方程式であるKardar-Parisi-Zhang(KPZ)方程式を代表とするKPZユニバーサリ
ティクラスに関しては、界面揺らぎの分布に対する厳密解などを用いて近年理解
が急速に進展しつつある。本集中ゼミでは、KPZ方程式とユニバーサリティクラ
スについて、基本から最近の進展まで紹介する。

1 界面成長とKPZ方程式

非平衡系とは, 熱平衡には無い系のことである. 非平衡系には, エネルギーや物
質の流れがあり, 散逸構造といった平衡系には見られない興味深い現象が現れる.

学部で習う熱力学・統計力学は, ほとんどが熱平衡系に対するものであり, エント
ロピー最大の原理やギブス分布を中心とする理論が存在するが, 非平衡系に対して
はそのような一般的原理は見出されておらず, そのようなものを発見・確立するこ
とは, 熱力学・統計力学における最重要課題の一つである.

平衡系においては, 系の時間発展を記述するハミルトニアンがミクロの分布を決
定している（ギブス分布）. 一方, 非平衡系においてはそのような事実は無いため,

定常状態 (非平衡定常状態）を求めるには時間発展に対して不変な状態を求める必
要があるが, これは一般に難しい問題である. 系の時間発展としてはハミルトニア
ンを用いるのが一番自然と思われるが, 多くのハミルトン系はカオス的な振る舞い
（初期条件における微小な差が時間の経過とともに増大する）を示すため, 系の長
時間の振る舞いの性質, 特に時間無限大で実現する非平衡定常状態を知る事は困難
である, とも言える.

例として, 次のハミルトニアンで記述される 1次元非線形格子を考えよう:

H =
∑
j

(
p2j
2

+ V (xj − xj−1)

)
, V (x) =

x2

2
+ α

x3

3
+ β

x4

4
(1.1)

α = β = 0の場合は線形のばねでつながれた連成振動であり, 系の運動が単振動
する基準振動の重ね合わせの形に表す事ができることはよく知られている通りで
ある. このことは, 線形格子はどんなに時間が経っても熱平衡状態には収束しない
ことを意味する. 問題は, αや βが０ではない場合, この非線形性が系の長時間の
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振る舞いにどのような影響を与えるかである. まず, 系は熱平衡状態に収束するの
であろうか. 1955年, Fermi, Pasta, Ulamは, MANIAC(世界最初のコンピュータ
の一つ）を用いてこの系の数値シミュレーションを行い, このことを確認しようと
したが, 彼らが見出したのは, 熱平衡への収束ではなく, 初期状態への回帰現象と
も言えるものであった [1]. その後も多くの理論的考察, 数値計算が行われている
が, 系の非線形性と数値計算の誤差の問題から, この FPU系の性質には今でも未
解決の点が多くある. しかし FPUの数値計算結果はその後非線形非平衡系の研究
に多くの影響を与えた. 例えば, ソリトン（孤立波）を解として持つ事を特徴とす
るKdV方程式を始めとする非線形波動の研究が進展した. また (1.1)のような格
子系では, 指数関数型の相互作用 (V (x) = e−x + x− 1)を持つ格子 (戸田格子）が
同様な性質を持つことが示された.

系のダイナミクスを記述するのに, より現象論的に確率的時間発展を用いる事
もできる. 例えば Isingモデルに対して, 確率的なダイナミクスを導入した kinetic

Isingモデルを考える事ができる. 詳細釣り合いの原理が成り立つ場合は, 定常状
態が Isingモデルのハミルトニアンに対するギブス分布となることを確認できる.

外場がかかった場合, 詳細釣り合いが成り立たなくなり, 有限のカレントが現れる.

これで温度が無限大の極限を考えると, 体積排除の相互作用の下で非対称なランダ
ムウォークをする多粒子確率過程モデルとなっている. これを非対称単純排他過程
(asymmetric simple exclusion process, ASEP)という.

本講義で扱うKardar-Parisi-Zhang (KPZ)方程式は, 界面の成長を記述するモデ
ル方程式として導入されたものである. 界面の成長には, 紙の燃焼, バクテリアコ
ロニーの成長, 結晶成長等様々な例がある [2, 3]. そのダイナミクスを記述するのに
も, 確率的な時間発展を採用することが出来る. 例えばがん細胞の増殖を記述する
ために導入された Edenモデルにおいては, ２次元格子において, 最初原点のみが
ん細胞に占有されている状態から始め, 占有されている点に隣接している, まだ占
有されていない格子点がランダムに占有されていくようなダイナミクスを考える.

また, ballistic depositionモデルと呼ばれるモデルでは, 最初完全に平坦な状況か
ら始め, ランダムな位置に粒子が上から降ってくるが, 既に占有されている点の隣
まで来るとその場にとどまる. 同様な確率的界面成長モデルは色々考える事ができ
るが, 界面成長の振る舞いに関して多くのモデルで共通の性質が見出される. まず,

これらのモデルにおいては, 平均的な界面の形の成長は比較的単純である. Edenモ
デルではほぼ円形, ballistic depositionの場合はぼぼ平坦な界面が一定の平均速度
で進行する. 特徴的なのは, 平均的な界面の形のまわりの揺らぎが, 時間の経過と
ともに生成されることである (kinetic rougheningと呼ばれている). 我々はこの界
面の揺らぎに興味がある. もし界面の成長が各場所においてほぼ独立に起こってい
ると仮定すると, 中心極限定理が効いてきて, 界面ゆらぎの大きさは長時間経った
際O(t1/2)のようにスケールすると考えられるが, Edenモデル, ballistic deposition

を始め多くの同様なモデルで見られる揺らぎのスケールは, O(t1/3)である.

このように, 系の揺らぎの性質にベキ的振る舞いが現れ, その指数が多くのモデ
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ルで共通であるというのは, 平衡系に対する臨界現象を想起させる. もちろん 界面
成長は非平衡系であり, 平衡系の場合のように自由エネルギーを中心とした理論を
適用することは出来ない. しかし, 界面成長においても界面ゆらぎや相関関数はス
ケーリングの性質を示し, ある種の臨界的な振る舞いを示していると考えられる.

それゆえ界面成長の問題は, 非平衡系における臨界現象, 普遍性を検討する格好の
題材となっている.

2 KPZ方程式

2.1 方程式

KPZ方程式は界面成長における代表的なモデル方程式である [2, 3]. h(x, t)は時
刻 t, 位置 xにおける界面の高さを表すとする. 以下 1次元の場合のみ扱うがその
場合, KPZ 方程式は

∂h(x, t)

∂t
=

λ

2

(
∂h(x, t)

∂x

)2

+ ν
∂2h(x, t)

∂x2
+ η(x, t) (2.2)

と書かれる. ここで η(x, t)はGaussianホワイトノイズであり,平均は０で共分散は

〈η(x, t)η(x′, t′)〉 = Dδ(x− x′)δ(t− t′) (2.3)

と与えられる. ここで 〈· · · 〉はランダムネス ηに関する平均を表す. パラメータ
λ, ν,Dは右辺各項の強さを表しているが,簡単なスケーリングによってν = 1/2, λ =

D = 1ととることが出来る. 以下では次の形で考える.

∂h(x, t)

∂t
=

1

2

(
∂h(x, t)

∂x

)2

+
1

2

∂2h(x, t)

∂x2
+ η(x, t). (2.4)

ノイズの共分散は
〈η(x, t)η(x′, t′)〉 = δ(x− x′)δ(t− t′). (2.5)

2.2 ”導出”

ここではKPZ方程式が界面成長を記述する方程式としてどのように現れるか説
明する. h(x, t) は時刻 t, 位置 xでの界面の高さを表すとし, ballistic depositionの
ような界面成長を, hに関する何らかの偏微分方程式を用いて記述したいとしよう.

まず, 界面は基本的には滑らかになろうとする機構をもつものと考えると, 最も簡
単なのは拡散方程式である:

∂h(x, t)

∂t
=

1

2

∂2h(x, t)

∂x2
. (2.6)
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ただしこれでは界面の揺らぎが入っていない. 揺らぎを考慮する簡単な方法の一つ
は, ノイズ項を加える事である. すると方程式は

∂h(x, t)

∂t
=

1

2

∂2h(x, t)

∂x2
+ η(x, t) (2.7)

となる. ここでノイズ ηは平均 0, 共分散 (2.5)のガウシアンノイズである. これは
Edwards-Wilkinson(EW)方程式として知られる方程式である. EW方程式は, 線
形であるためフーリエ解析で解くことが出来るが, その揺らぎはガウシアンとなる
ため, 我々の目的には不十分である.

次にどのような効果を取り入れるかが問題となるが, KPZが考えたのは, 界面は
その形に応じて法線方向に成長していると考えられるのに,界面高さhは空間方向と
直交するh軸の方向で測っているため,その幾何学的効果が効いてくるはずだという
ことである. 界面の傾き ∂xhが小さいとき, その効果は

√
1 + (∂xh)2 � 1+ 1

2
(∂xh)

2

という形をとると考えられるが, この第二項目がまさにKPZ方程式に現れる非線
形項である. 第一項の定数は hをシフトすることで取り除くことが出来るので, こ
のように考えるとKPZ方程式が得られることになる.

3 KPZ方程式のWell-defineness

3.1 Cole-Hopf 変換

hそのものの代わりに, そのCole-Hopf変換

Z(x, t) = exp (h(x, t)) (3.8)

に対する方程式を書き下すと, (形式的には)

∂

∂t
Z(x, t) =

1

2

∂2Z(x, t)

∂x2
+ η(x, t)Z(x, t) (3.9)

という式が得られる. これはZに関して線形の方程式なので, これで問題は解けた
と思うかもしれないが, ノイズ ηが乗法的にZにかかっており, 話はそれほど簡単
ではない.

(3.9)は虚時間の一体問題のシュレディンガー方程式の形をしているため,方向性
のあるポリマーの問題と見なす事ができる. ただしポテンシャル ηはKPZ方程式の
ノイズ項から来ているため,ランダムポテンシャル中のポリマーの問題ということに
なる. ポリマーの文脈では, Z(x, 0) = δ(x)で記述される,原点から出発する初期条件
は自然なものである. KPZ方程式に対しては, Cole-Hopf変換を逆に用いて得られる
初期条件h(x, 0) = logZ(x, 0) = log δ(x)は特異的であるが, Z(x, 0) = limδ cδe

−|x|/δ

と書く事により, 狭い wedge型初期条件 h(x, 0) = − limδ→0 |x|/δを表していると
考える事が出来る.
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3.2 ”KPZ方程式はwell-definedではない”

普通”KPZ方程式”という場合, (2.4)に書かれている方程式のことを指す. しか
し (2.4)は, well-definedではない. この方程式は, 発散の問題を内包しており, そ
のままでは数学的に正確な意味をつけることは出来ないのである. もちろん方程
式 (2.4)に対する解析から得られた結果には何らかの真実が含まれていると考えら
れるが, 問題はその意味づけをどう考えるかである.

このような問題を考える場合, (2.4)のようにノイズが入った Langevin型の方程
式より, 確率微分方程式で考えた方が分かりやすい. 時間のみに依存する白色ノイ
ズ η(t)がある場合, 形式的にそれはブラウン運動の”微分” dB(t)/dt = η(t)に対応
していると考えることができる (ただしブラウン運動のサンプルパスは確率１で至
る所微分不可能であることが知られていることに注意). その一般化として, 時空
ホワイトノイズ η(x, t)は, 形式的に, dB(x, t)dB(x′, t) = δ(x− x′)dtを満たす筒状
ブラウン運動B(x, t) の時間微分 η(x, t) = ∂B(x, t)/∂tと考えることができる.

するとZに対する方程式 (3.9)は

dZ(x, t) =
1

2

∂2Z(x, t)

∂x2
dt+ Z(x, t)× dB(x, t) (3.10)

のように書き直すことが出来る. ここで問題となるのは×の意味である. よく知
られているように, 確率積分には, Ito型と Stratonovich型がある. ２つの大きな
違いは, ブラウン運動の関数を考える際, Ito型では有名な Itoの公式により補正項
が現れるが, Stratonovich型ではそのような項が現れず, 通常の合成関数の微分の
公式が使えることである.

KPZ方程式から (3.9) を導く際”形式的に”と書いたのは, 式の変形に際して
h(x, t) や Z(x, t)を通常の関数と見なし, 通常の合成関数の微分の公式を用いたと
いう意味である. その意味では, (3.10) におけるZ(x, t)× dB(x, t) は Stratonovich

型 Z(x, t)◦dB(x, t)と解釈するのが自然である. 変換公式で Ito型に移ると, Z(x, t)◦
dB(x, t) = Z(x, t)dB(x, t) + 1

2
dZ(x, t)dB(x, t), となるが, ここで dZに (3.10)を用

いると引数が同じ dB(x, t)の積が現れ, その共分散から δ(0)が現れることになる.

これはもちろん定義されないものである. KPZ方程式を書き換えていった式に定
義されない無限大が含まれているから, KPZ方程式そのものもwell-definedではな
い, ということになる.

一方で, KPZ方程式がwell-definedではない”度合い”はそれほど悪く無いとも言
える. つまりKPZ方程式には無限大が含まれるといっても, それは δ(0)という一
つの無限大だけであるから, 適当な”くりこみ”を行って発散を取り除いたものが
むしろ物理的に意味がある方程式である, と考える事も出来そうである. KPZ方
程式の場合, SHEで最初から Ito解釈をとった方程式

dZ(x, t) =
1

2

∂2Z(x, t)

∂x2
dt+ Z(x, t)dB(x, t) (3.11)
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はwell-definedであることが知られている. この方程式の解Zに対して, Cole-Hopf

変換の逆を行った h = logZとしたものをKPZ方程式の解と考えることができる.

これをKPZ方程式のCole-Hopf解という [4].

δ(0)は, 時空ノイズの共分散に δ(x − x′)が含まれることから現れた. この部分
を”丸める”ことにより, 発散の度合いをより具体的に検討することも出来る [5].

また, Hairerは, Cole-Hopf変換を使わずにKPZ方程式の意味をつけることに成功
した [6]. さらに最近になってKupiainenが繰り込みを用いた正当化も可能である
と述べている [7].

4 KPZ方程式の厳密解

以上で意味付けのはっきりした1次元KPZ方程式において,初期条件がZ(x, 0) =

δ(x) (KPZに対しては狭いwedge型)の場合に, 次のような公式が得られた [22, 9]:

〈e−eh(x,t)+
x2

2t + t
24−γts〉 = det(1−Ks,t)L2(R+) (4.12)

ただし γt = (t/2)1/3 であり, s はパラメタである. 右辺の”det” は Fredholm行列
式と呼ばれるものである. 空間X上に作用する積分作用素Kがあり, その積分核
をK(x, y)とすると, Fredholm行列式は

det(1−K)L2(X) =
∞∑
n=0

(−1)n

n!

∫
X

dx1 · · ·
∫
X

dxn det(K(xi, kj))
n
i,j=1 (4.13)

のように定義される. ただし右辺に現れた detは n× n行列に対する通常の行列式
を表す. (4.12)においては, 積分核 Ks,t は次で与えられる.

Ks,t(x, y) =

∫ ∞

−∞
dλ

Ai(x+ λ)Ai(y + λ)

eγt(s−λ) + 1
(4.14)

ただしAi はAiry関数である.

公式 (4.12)は, 高さ分布に対する次の公式と同等である.

P

[
h(x, t) + x2

2t
+ t

24

(t/2)1/3
≤ s

]
= 1−

∫ ∞

−∞
exp

[− eγt(s−u)
]

× (
det(1− Pu(Bt − PAi)Pu)L2(R) − det(1− PuBtPu)

)
L2(R)

du (4.15)

ただしPAi(x, y) = Ai(x)Ai(y), Puは [u,∞)への射影,積分核 Btは次で与えられる:

Bt(x, y) =

∫ ∞

−∞
dλ

Ai(x+ λ)Ai(y + λ)

eγtλ − 1
. (4.16)
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これは有限の tに対する公式であり, これを用いて長時間の極限を考える事は難し
くない. 結果は

lim
t→∞

P

[
h(x, t) + x2

2t
+ t

24

(t/2)1/3
≤ s

]
= F2(s) (4.17)

となる. ただしF2(s)は GUE Tracy-Widom 分布と呼ばれるものであり, 最初ガウ
シアン・ユニタリ・アンサンブル (Gaussian unitary ensemble,GUE) と呼ばれるラ
ンダム行列の最大固有値の分布として現れた [10].

GUEはエルミート行列のアンサンブルであり,　その測度はP (H)dH ∝ e−TrH2
dH

の形に与えられる. ただしここでH はN ×N のエルミート行列, dH は全ての独
立成分 (i.e., Hii, 1 ≤ i ≤ N,	Hij,
Hij, 1 ≤ i < j ≤ N)に関する Lebesgue測度で
ある. GUEランダム行列HのN 個の固有値を xi, 1 ≤ i ≤ N で表そう. 同時固有
値分布は, 次のように書き下せる.

1

Z
Δ(x)2

∏
i

e−x2
i (4.18)

ここで Δ(x) =
∏

1≤j<≤k≤N(xk − xj) はVandelmonde 行列式である. 最大固有値
を xmaxと表す事にすると, その分布で行列サイズ無限大で現れるのがGUE Tracy-

Widom分布である:

lim
N→∞

P

[
xmax −

√
2N

2−1/2N−1/6
≤ s

]
= F2(s) = det(1− PsK2Ps)L2(R). (4.19)

ただし Psは [s,∞)への射影, K2はAiry核である:

K2(x, y) =

∫ ∞

0

dλAi(x+ λ)Ai(y + λ).

GUEはエルミート行列のアンサンブルであったが,実対称行列に対する類似のアン
サンブルとして,ガウシアン・直交・アンサンブル ( Gaussian orthogonal ensemble,

GOE)と呼ばれるものもある. GOEに対しても最大固有値の性質を調べる事が可
能であり, 行列サイズ無限大の極限で現れる分布はGOE Tracy-Widom分布 (F1と
表す)と呼ばれる [11].

方程式 (4.17) は, 狭いwedge型初期条件からスタートしたKPZ方程式で記述さ
れる界面の高さ分布が長時間の極限ではGUE ランダム行列の最大固有値の分布
と同じになるということを示している.

5 レプリカ法

レプリカ法は, ランダム系を調べる際に有用な方法である [12, 13]. ランダムネ
ス ηを持つハミルトニアンHで記述される系を考えよう. ハミルトニアンがラン
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ダムであるから, 分配関数Z =
∑

e−βHも η に依存しランダムとなる. このような
系に対する熱力学量を計算するには, 平均自由エネルギー 〈logZ〉を計算する必要
があるが, これは多くの場合難しい問題である. いくつかの問題においては, 〈Zn〉
という量の方が考えやすい. これは同じランダムネス ηを持つ n個のレプリカ系
に対する分配関数と考える事ができ, レプリカ分配関数とも呼ばれる. 一旦 〈Zn〉
がわかると, 平均自由エネルギーを

〈logZ〉 = lim
n→0

〈Zn〉 − 1

n
(5.20)

という公式を用いて計算することが出来る可能性がある. これは 〈Zn〉 = 〈en logZ〉
に注意し, nが小さいと思って展開すれば得られる式であるが, ここで問題は, 多く
の場合, レプリカ分配関数が計算できるのは 非負整数 n = 0, 1, 2, · · · に対しての
み, ということである. 上記公式を適用するためには nに関する解析接続を行う必
要があるが, これは正当化されない場合も多い [13]. それにも関わらずレプリカ法
による解析は多くの場合有益な情報を与え, ランダム系を扱う際の標準的な手法の
ひとつとなっている.

KPZ方程式に対しては, レプリカ法をランダム媒質中のポリマーに適用するこ
とが出来る. この場合 Zは SHE (3.9)の解を表す. Zの対数はちょうどKPZの高
さ hに対応している事に注意. ただし, KPZ方程式においては, 我々は hの平均の
みでははく, その分布関数にまで興味があるので, (5.20)を適用する訳ではない.

SHEは一体の Schrödingier 方程式であるから, Feynmann-Kacの公式を用いて
次のように表すことができる

Z(x, t) = Ex

(
e
∫ t
0 η(b(s),t−s)dsZ(b(t), 0)

)
. (5.21)

ただしここでExは位置 xを出発点としたブラウン運動に関する平均を表す. この
表式を用いてレプリカ分配関数 〈ZN〉を考える. ノイズ ηはガウシアンであること
を用いると, ノイズ ηに関する平均を先に実行することが出来る. その結果, レプ
リカ分配関数は (狭いwedge型初期条件の場合）次のように表すことができる:

〈ZN(x, t)〉 = 〈x|e−HN t|0〉. (5.22)

ただしここでHN は引力的 δ-Bose気体のハミルトニアン

HN = −1

2

N∑
j=1

∂2

∂x2
j

− 1

2

N∑
j �=k

δ(xj − xk) (5.23)

である. また |x〉 はN 個の粒子が全て xにいるような状態を表す [14].

(4.12)の左辺を展開すると,

〈e−eh(x,t)+
x2

2t + t
24−γts〉 =

∞∑
N=0

(−e−γts)
N

N !

〈
ZN(x, t)

〉
eN

γ3t
12 (5.24)
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となる. δ-Bose gasが可積分系の一種であることを用いると, 〈ZN〉に対する積分表
示を得る事が出来るが, ここでKPZ方程式に対するレプリカ法における困難が現
れる. 積分表示を用いると 〈ZN〉はN が大きいとき eN

3のように振る舞い, 母関数
は収束しないのである. ただし, 現れる関数に対して適当な解析接続を採用すると
発散の問題は解消し, 計算を進めると正しい Fredholm行列式が得られる [15, 16].

このままではこの計算は正当化されないが, 発散の問題の無い離散モデルで同様な
計算を行うことが出来る.

KPZ方程式に対するレプリカ法は強力であり,例えば平坦初期条件の下での高さ
分布に対する解析も行われている [17, 18]. この場合, 長時間極限ではGOE Tracy-

Widom分布が得られる.

6 定常２点相関関数

統計力学において, ２点相関関数は基本的な物理量である. 例えば平衡系に対す
る臨界現象の理論においては, 同時刻の平衡２点相関は重要な役割を果たしてい
る. その一般化である異時刻の２点相関は, 散乱実験で観測することもでき, やは
り重要な物理量であるが, 理論的には計算が困難な場合が多い. これは平衡状態の
性質に関して厳密解が得られているような系に対してもそうである.

非平衡系において対応する量は, 定常状態における時空２点相関関数であり, こ
ちらも一般に計算が困難であるが, KPZ方程式に対しては時空２点相関も厳密に
計算された. 当初は上述のレプリカ法の一般化として結果が得られた [19, 20]が,

最近になってレプリカ法を用いない方法で再導出されている [21].

KPZ方程式に対しては, (両側）ブラウン運動が定常状態となっており, これを
初期条件とする場合を考える:

h(x, 0) = B(x). (6.25)

定常状態における２点相関関数は以下の形に書く事が出来る:

〈∂xh(x, t)∂xh(0, 0)〉 = 1

2
(2t)−2/3g′′t (x/(2t)

2/3). (6.26)

関数 gtの表式はかなり複雑となるため具体的な表式はここでは書かないが, 基本
的には狭いwedge型初期条件に対する高さ分布に対する公式を一般化したものと
いえる.

7 離散モデル

7.1 Asymmetric simple exclusion process(ASEP)

1節で登場したASEPは,簡単なマッピングで界面成長のモデルと見なすこともで
き, single stepモデルなどと呼ばれる. このモデルにおいて適当な弱非対称性極限を
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取ることにより, KPZ方程式を得る事が出来る事が知られている [4]. ここで弱非対
称性極限というのは,小さいパラメター εを用意して空間と時間を j = x/ε, t = τ/ε2

のように拡散的なスケーリングを行うと同時に, 非対称性を q − p =
√
εと特定の

仕方で小さくする極限のことである. 上では KPZ方程式に対する厳密解をレプリ
カ法を用いて導出する方法について説明したが, ASEPに対する結果から導出する
ことも出来る [8, 22, 23, 9]. そしてASEPに対しては上記のようなレプリカに関す
る困難は生じないというメリットがある.

7.2 q-TASEPと q-boson TAZRP

近年のKPZ系に関する進展において重要な役割を果たしているもう一つの離散
モデルは, q-TASEPである. これは TASEP(ASEPで粒子が一方向にのみ進む場
合）の一般化であり, 通常のTASEPにおいて粒子は常に rate１で右となりにホッ
プを行うが, q-TASEPにおいては隣サイトへのホップの rateは前の粒子までの間
隔に依存しているとする. j番目の粒子の位置をxjとするとき, j番目の粒子がホッ
プする rateは 1 − qxj−1−xj−1である. q-TASEPに対してもレプリカ法を一般化し
た手法を適用することにより, カレントの分布に関する性質を詳しく調べることが
出来る. また, q-TASEPにおいて, 粒子間距離 yi = xi−1 − xi − 1のダイナミクスに
着目すると, q変形されたボソンと関係するゼロレンジ過程と呼ばれる別の確率過
程模型が得られる点も興味深い.

8 可積分系との関係

KPZ方程式に対する厳密解が得られた際に生じた自然な疑問のひとつは, その
背後にある, モデルが可解となる数学的な仕組みである. 基本的な答えは, 量子可
積分系と関連していることであり, レプリカ法を用いると δ-Bose 気体が現れたり,

ASEPがXXZスピン鎖と関係していることが知られていることから理解が出来る
が, その後他の量子可積分系との関連も見出されている.

8.1 ポリマーと量子戸田格子

O’ConnellとYorは, 空間が離散で時間が連続であるような有限温度のポリマー
を導入した [24]. そのエネルギーは

E = −
N∑
i=1

(Bi(ti)− Bi(ti−1) (8.27)
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で与えられる. ただしBi(t), 1 ≤ i ≤ N は独立なブラウン運動. 分配関数は

ZN
t (β) =

∫
0<t1<...<tN−1<t

dt1 · · · dtN−1 exp β

(
N∑
i=1

(Bi(ti)− Bi(ti−1)

)
(8.28)

と書ける. 適当な連続極限をとると, KPZ方程式に対応するポリマーの問題となる.

O’Connell は, このポリマーの分配関数の時間発展が, 量子戸田格子と関係して
いる事を見いだした [25]. 量子戸田格子のハミルトニアンは

H = −
N∑
i=1

∂2

∂x2
i

+
N−1∑
i=1

exi−xi−1 . (8.29)

で与えられる.

8.2 Macdonald過程

Borodin, Corwinは, KPZ方程式の可解性の背後に

1

Z
Pλ(a)Qλ(b) (8.30)

という形に書かれるMacdonald 測度と呼ばれるものがあることを見いだした [26].

ここで P,Qは Macdonald多項式 という多変数直交多項式である. Macdonald多
項式 Pλ(x) = Pλ(x; q, t)は, ２つのパラメータ (q, t)に依存し, 分割 λでラベル付け
される, 変数 xに関する多項式であるが, (8.30)においては, a, bはパラメータで,

分割 λ に対する確率を表す.

さらにこの測度に関係した, 分割 λの確率的時間発展を導入することが出来る
が, t = 0の場合に λ1の運動を見ると, これが q-TASEPの粒子の運動と等価となっ
ている.また適当なスケーリング極限をとると, λの時間発展は上で見た量子戸田
格子と関係したものとなる.

8.3 q-TASEPの一般化

その後さらに, q-TASEPの一般化がいくつか見出されている. 粒子の移動確率
が良い性質を持った直交多項式に付随する測度と関連しているが, Macdonald過程
との関連などはまだ分かっていない [27, 28].

9 普遍性

KPZ方程式は, 界面成長に現れる普遍性を示すシンプルなモデル方程式として
導入されたものであった. 当初は揺らぎや相関関数のスケーリング則特にその指数
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に興味が集中していたが, その後の進展により１次元KPZ方程式に対しては高さ
の分布関数まで決定され, その長時間極限がTracy-Widom分布であると同定され
た. これらは, スケーリング関数そのものである. これらの量は可解なモデルの解
析を通じで得られたのであるが, KPZ系の普遍性を仮定すると, Tracy-Widom分
布や相関関数は可解性とは関係なく, KPZ普遍性クラスに属する全ての物理系で
見いだされると考えられる.

9.1 実験における普遍性

実験でのKPZ普遍性の検証は, 長い間臨界指数の確認に止まっていたが, 竹内・
佐野は, 液晶乱流の２状態を用いる事で, 界面高さが Tracy-Widom分布で記述さ
れる事を明瞭に示した [29, 30, 31].

9.2 Hamiltonian dynamics

KPZ普遍性は, 元々界面成長における普遍性を表すものとして導入された. 同
じ普遍性が ASEPのような伝導モデルにおいても見いだされるが, これは伝導モ
デルにおける粒子が界面の傾きに相当していると考えることで理解できる. ASEP

のような伝導系においては, 粒子の個数が保存され, これが唯一の保存量である.

2012年に, van Beijeren は広いクラスの１次元流体において, KPZ系の普遍２点
相関関数が見いだされる可能性があることを指摘した [32]. Spohnはより一般に１
次元の多成分系において同様な現象が見いだされる事を整理して示した [33].

特に, 1次元のハミルトニアン系においても同様な事が期待される. 例えば, 1節
で見た Fermi-Pasta-Ulam系においてもKPZ２点相関が見いだされると期待され
る. この場合, 粒子数 (より正確には粒子間距離）, 運動量, エネルギーと３つの保
存量がある.これらは, ２つの音波モードと１つの熱モードに変換され, 音波モー
ドは±cの速さで移動し, 熱モードは速さ０で移動しない. 音波モードの相関関数
にKPZ２点相関が現れ, 熱モードには Levy分布が現れると期待される. 実際これ
までに多くのシミュレーションが行われ, 予想が確認されている.

10 まとめ

KPZ方程式は, 元々界面成長における普遍性を理解するために導入された非線
形確率微分方程式の形に書かれたモデル方程式である. その１次元版に対しては,

高さの分布関数や時空２点相関関数が厳密に計算され, その後種々の一般化が行わ
れたり, 可解性に関する理解が深まっている. またその普遍性については, これま
で考えられていた以上に適用範囲の広いものであることは明らかになりつつある.
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本ゼミでは１次元KPZ系のみ扱った. 高次元におけるKPZ系はさらに興味深
い面がある反面, 理論的には色々難しい点があるが, 1次元系で得られた知見がそ
の理解にも役立ちつつある. 　例えば, Halpin-Healyは 2次元において詳細な数値
計算を行い, 分布関数が普遍的であることや, 初期条件に依存するという事実自体
は１次元系に限らず高次元系においても成り立つことを確認した. もちろんそこ
に現れる分布はTracy-Widom分布とは違い, 現時点でどのような分布が現れるか
を理論的に理解することはできていない.
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