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— シンプルだから美しく，そして深い —
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本講義では，具体的なモデル（= Wilson-Dirac型有効Hamiltonian）を用いて，トポロ
ジカル数，バンド反転，バルクエッジ対応，対称性クラスと周期表といったトポロジカル
絶縁体の物理の屋台骨となる概念をひとつひとつ発見的な方法で導入する．「トポロジカ
ルに保護された」という言葉の意味はあとで明確にすることにして，そのような，しかも
エネルギー・スペクトル的には，金属的／ギャップレスの表面状態をもつことがトポロジ
カル絶縁体の定義のようなものである．一方，なぜそのような表面状態が生じるかと言
えば，その起源はバルクのバンド構造にある．典型的には，強いスピン・軌道結合によっ
て，バルクで荷電子帯と伝導帯の反転が起き，それがいわゆる「バルク＝エッジ対応」と
いう機構によって表面の性質に現れたのが，前のギャップレス表面状態である．問題はそ
のような一連の機構が，どのような「仕組み」で機能しているのか，その点を明らかにし
ていくのが本講義の目的である．

1 １次元トポロジカル絶縁体
トポロジカル絶縁体の仕組みを理解するのが目的だから，本講義ではなるべくそのよう
な仕組みのエッセンスだけを含んだミニマルな模型を用いて，説明・定式化を行なっていき
たい．そこで本講義では，初めに次のような１次元トポロジカル絶縁体の有効Hamiltonian

を考えたい．3

H1D(px) = Apxτx +mτz. (1)

1この原稿は，第 59回物性若手夏の学校（浜名湖ロイヤルホテル，2014年 7月 29日-8月 2日）の講義
ノートとして書かれたものである．

2E-mail: imura@hiroshima-u.ac.jp
3トポロジカル絶縁体と言うと，ふつう思い浮かべるのは３次元の系であろう．実際，現実に見つかって

いるトポロジカル絶縁体と呼ぶに相応しい系の多くは３次元の系である [1]. 一方，トポロジカル絶縁体とい
う概念は最初，２次元の系を舞台に議論され，発展してきた [2, 3]. しかし，それは一部の例外 [4] を除いて，
容易に実験的検証が可能とか，多様な系に適用可能と言えるものではなかった．トポロジカル絶縁体という
枠組みが今程注目される存在になったのは，やはりそれが３次元の系にも適用可能であった [5, 6, 7, 8, 9]
点が大きいのだろう．一方，本講義はその概念的な枠組みを導入することに主眼を置いているので，あえて
非標準的な「１次元」のトポロジカル絶縁体をその出発点として，議論を始めることにする．
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τx, τzはPauli行列のそれぞれ x-および z-成分である．4式 (1)のHamiltonianは，質量m

の１次元Dirac電子系を記述している．スペクトルは実際に

E = ±
√
A2p2

x +m2 (2)

のような「Dirac型」になる．5さらにm = 0なら，これは質量ゼロの１次元のDirac電
子系を表す．スペクトルは，E = ±Apxのように線形になり，パラメーターAはDirac電
子の速度を表す．式 (1)の質量項：m = m(px)は運動量 px の関数で，

m = m(px) = m0 +m2p
2
x (4)

のような形をしている．第１項：m0はこの（トポロジカル）絶縁体のエネルギーギャッ
プの大きさ（の半分）に対応する．第２項：m2p

2
xが，Wilson項と呼ばれる項 [10] で，こ

の系のトポロジカルな性質を決める上で重要な役割を果たす.

1.1 格子模型，端のある系
(1)式のHamiltonianは，１次元のDirac系の連続極限に対するものである．少し変形
して，例えば

H1D 格子(kx) = A sin kxτx +m(kx)τz. (5)

m(kx) = m0 + 2m2(1 − cos kx) (6)

のようにすると，これは同じ系を格子定数 a = 1の１次元格子上に載せたものになる6 ．
運動量 pxを波数，あるいは結晶運動量 kxで置き換えた．式 (5), (6)を kx = 0のまわりで
展開すれば，式 (1), (4)が得られる．
感触をつかむため，式 (5), (6) の１次元 tight-binding模型を実際に対角化して，その
スペクトルを求めてみよう．トポロジカル絶縁体の特徴は有限系で，系に表面（いまの場
合は端／エッジ）があるとき顕在化する．１次元の場合，例えば，x-軸上の x = 1から
x = Lまで長さLの範囲に限られた系を考えるのがよいだろう．そうするとトポロジカル

4あとに述べるようにこの Pauli行列が物理的に表すのは，本物のスピンではなく，軌道の自由度を表す
擬スピン（pseudo spin）と考えるのが妥当である．という気持ちを込めて，これを標準的な記法 σではな
く，τ と表した．

5Pauli行列 σµ は反交換する：
{σµ, σν} = 2δµν . (3)

この性質を反影して，2 × 2行列：A = a012 + a1σx + a2σy + a3σz の固有値は，a0 ±
√

a2
1 + a2

2 + a3
3 とな

る．1n は n × nの単位行列．
6もちろん，Diracフェルミオンを格子に載せるのは相当なアクロバットである [11]. このプロセスで重

要な役割を果たしているのが，先程導入したWilson項を生み出す質量パラメーターm2 である．一方，ト
ポロジカル絶縁体の物理では，式 (5), (6) で与えられるような格子模型が現実の物質系の有効モデルとして
現れる．つまり，現文脈においては，Wilson項は手で加えるのではなく，出発点のモデルにすでに内在し
ていると考える [9].
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図 1: １次元トポロジカル絶縁体のスペクトル：式 (9)の Hamiltonian行列を数値的に対角化し
た．左のパネル：m0/m2 = −1の場合∈ TI-相．E = 0付近に２つのエッジ／束縛状態が存在．右
のパネル： m0/m2 = +1の場合 ∈ OI-相．エッジ状態はない．系のサイズ（長さ）は，L = 25と
した．A = 1. m2 = 1.

相では系の端：x = 1と x = L付近に局在したエッジ状態が現れる．エネルギー的に見る
と，エッジ状態はバルクのバンドギャップの中に現れ，典型的にそのエネルギーはE = 0

となる．これは，３次元的なトポロジカル絶縁体を特徴づける金属的な表面状態の原型
と言える．ただし，いまの場合，次元が１つしかないので，スペクトルが完全に離散的に
なってしまい，金属的／ギャップレスと言うには語弊があるかもしれない・・・
具体的な手続きとしては，式 (5), (6) をフーリエ逆変換して実空間表示にする（端とい
う構造を実空間で導入したいので）．波数空間だと，Hamiltonianが各波数ごとにブロッ
ク対角化されているので式 (5), (6) のようなコンパクトな形に収まったが，これを実空間
で表示すると両端がエンドレスな行列になってしまう．

H =



. . . . . .

. . . M Γ†

Γ M Γ†

Γ M Γ†

Γ M
. . .

. . . . . .


. (7)

ここで，

M = (m0 + 2m2)τz,

Γ = −m2τz + i
A

2
τx. (8)

さて，いま考えたいのは長さ Lの有限系だったので，式 (7) の両端を切り取って大きさ

物性研究・電子版　Vol. 4, No. 1, 041202 （2015年2月号）《講義ノート》



2L× 2LのHamiltonian行列を考える．具体的に書き下すなら，

HL =



M Γ†

Γ M Γ†

Γ
. . . . . .
. . . M Γ†

Γ M Γ†

Γ M


. (9)

長さ Lの系に対する Hamiltonian行列HL を数値的に対角化して，得られた固有値を小
さい順に並べたものを図１に示す．縦軸がエネルギーE = En（n番目の固有値の値）で，
横軸が n, つまり，対応する固有値の大きさが全体の何番目にあたるかという序数．図１
に示すように，例えば，系のサイズ（長さ）を L = 25, また，m2x = 1に固定し，m0の
値をいろいろ変えてこの数値実験をやってみると，次のことが分かる：

1. −4 < m0/m2x < 0のとき，E ' 0のところ7 に状態（固有値）が２つ現れる（左の
パネル）．この２つの状態はバルク由来のものではない．なぜなら，２つの状態が
存在するエネルギー領域はバルクのエネルギーギャップにあたり，本来状態が存在
してはいけないところだから．実際，２つの固有値に対応する波動関数（HLの固有
ベクトル）を見てみると，その空間分布から，２つの状態がそれぞれ，x = 1近傍
と x = L-近傍に局在した波動関数を持つエッジ状態であることが分かる（後述，図
２も参照）．系はトポロジカル絶縁体相（TI-相，TI = topological insulator），ト
ポロジカルに非自明な相にある．

2. m0/m2xが上記以外の領域にあるとき，このような “in-gap state” は現れない（右
のパネル）．系は通常絶縁体相（OI-相，OI = ordinary insulator），トポロジカル
に自明な相にある．

（エネルギー）固有値だけでなく，対応する固有ベクトルの振る舞いも確認しておこう．
式 (9)に対応する固有値方程式を

HLψ = Eψ, ψ =



ψ1

ψ2

...

ψL−1

ψL


(10)

7敢えて，E“'”0と書いた理由．系の長さ Lが有限のため，エッジ状態のエネルギーは厳密には E = 0
にならない．系の左端に局在するエッジ状態と右端に局在するエッジ状態の間に “hybridization”（状態の
混合）が生じ，E はほとんどゼロだが有限になる．もちろん，この有限サイズ効果は Lの増大とともに指
数関数的に減少する．以下の記述では，この点には目を瞑り，単に E = 0と書くことにする．
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図 2: エッジ vs.バルク状態の波動関数．赤い点はE ' 0のエッジ状態，青，緑，橙は，バルク状
態に対応し，後者に関しては，（E > 0の伝導帯側で）エネルギーが低い方からそれぞれ 1, 2, 3番
目の状態の波動関数をプロットしたもの．リボンの幅は，L = 100とした. m0 = −0.5, m2 = 1,
A = 1.

と書くと，ψj (j = 1, 2, · · · , L) は，サイト x = jにおける波動関数の振幅に対応するが，
このままだと ψjは，まだスピンの足を持っていて，

ψj =

[
ψ↑

j

ψ↓
j

]
(11)

という２成分のスピノールの形をしているので，図 2では，|ψj| =
√
|ψ↑

j |2 + |ψ↓
j |2 をx = j

の関数としてプロットした．図 2から明らかなように，E = 0の解とE 6= 0の解では，対
応する固有ベクトル=波動関数の定性的な振る舞いが異なっている．E = 0状態の波動
関数はエッジに局在しているのに対し，E 6= 0状態の波動関数はバルク全体に拡がって
いる．
トポロジカル絶縁相と通常絶縁相はトポロジカルに区別されている．両相を行き来する
唯一の方法は，バルクのギャップを一旦閉じることである．格子系のエネルギースペクト
ルは，式 (2)と同様，

E1D 格子 = ±
√
A2 sin2 kx +m(kx)2 (12)

という「ギャップの開いた構造」をしている．ただし，m(kx)は式 (6)の形．式 (12)のエ
ネルギーギャップが閉じるのは kx = 0, kx = π （Brillouin域における反転対称な点）にお
いてであり，この２点のいずれかで質量項m(kx) = 0となるところが，トポロジカル絶縁
相と通常絶縁相の相境界に対応する．

1. kx = 0でm(kx) = 0となるのは，m0 = 0のとき，

2. kx = πでm(kx) = 0となるのは，m0 + 4m2 = 0のとき

である．その結果，−4 < m0/m2 < 0がトポロジカル絶縁相，m0/m2 > 0とm0/m2 < −4

が通常絶縁相となる．相境界となるm0/m2 = 0,−4ではバルクの荷電子帯と伝導帯が反
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図 3: １次元トポロジカル絶縁体：どこがトポロジカル？(m0/m2x, kx)-平面における φ = arg qの
大域的な振る舞い．m0/m2x ∈ [−4, 0]のとき，巻付き数N1 [定義は式 (17)] が有限になる．

転する．m0/m2 > 0の通常絶縁相の場合と比較して，−4 < m0/m2 < 0では，kx = 0の
近傍でバンドが反転している．図１ (b)のm0/m2 = +1の場合が通常バンド，図１ (a)の
m0/m2 = −1の場合が反転バンドの状況に相当する．

1.2 バルクの性質：トポロジカル数
エッジ状態の有無とバルクのバンド反転が関係していることは分かった．バルクのバン
ド反転に付随してバルクのエネルギーギャップが閉じない限り，エッジ状態の「ある」相
から「ない」相に移り変わることはない．従って，トポロジカルに非自明な相において現
れるエッジ状態は（不純物等による摂動に対して）頑強/robustであると言われる．そし
て，トポロジカルに保護されているとも．
上の件の最後のところ：「トポロジカルに」というところを以下では具体化したい．TI-

相とOI-相を区別するのに便利なトポロジカル数，あるいは巻付き数を導入する．本質的
なことではないが，Pauli行列の取り方を少し変えて，τz → τx, τx → τy という変更を行
なっておくと，式 (1), (5) の対角項がゼロになってあとで都合が良い．8

H1D(kx) = m(kx)τx + A sin kxτy (14)

8系にカイラル対称性がある場合，このようにとることができる．カイラル対称性とは？式 (14)のH(k) =
H1D(kx)に対して，カイラル演算子 Γ5 = τz を導入することができて，これとH(k)が反交換する．

{Γ5,H(k)} = 0. (13)

カイラル対称性はグラフェン系でも成立，重要な役割をする [14, 15].
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図 4: kx の関数として，arg qをプロット．赤線：m0/m2x = −0.1 ∈ TI-相（非自明な場合），青
点線：m0/m2x = 0.1 ∈ OI-相（自明な場合）．

=

[
0 q(kx)

q(kx)
∗ 0

]
, (15)

また，q(kx) = m(kx)− iA sin kx. 有効Hamiltonianが式（15）の形をとるとき，次のよう
な巻付き数（=トポロジカル数）N を定義することができる．式（15）で，波数 kxを断
熱パラメーターとみなし，kxがBrillouin域：kx ∈ [−π, π]を一周したとき，これに付随す
るBerry位相 [12]θは，

θ = −i
∫ π

−π
dkx ψ

†
−∂kxψ− ≡ Nπ. (16)

ここで，ψ−は価電子帯の波動関数（2成分スピノール），

N =
φ(kx = π) − φ(kx = −π)

2π
(17)

は次のような S1（単位円）から（別の）S1への写像の「巻き付き度」を表して，これは
整数となる．ただし，偏角 φ = arg q は多価関数であるが，適当な分岐をとってこれが
Brillouin域：kx ∈ [−π, π] 全体に渡って連続的につながっているようにした．図 3, 4 に示
すように，写像 q(kx)の振る舞いを具体的に調べることにより，

N =

{
1 (−4 < m0/m2x < 0)

0 (それ以外の場合)
. (18)

となることが確かめられる [16].

巻付き数N は，先程議論したバルクにおけるバンドの反転状況とも定量的に結びつけ
ることができる．バンドの指標 δkx を導入しておこう．これは，例えば，次のように決め
る．式 (5), (6)を kx = 0のまわりで展開すれば，式 (1), (4)が得られる．一方，式 (5), (6)

を kx = πのまわりで展開したらどうか？kx = π+ pxとして，pxの１次の項まで拾う近似
では，

H(px) = −Apxτx + (m0 + 4m2)τz (19)
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となる．kx = 0と kx = πという２つの点のまわりで展開して得られる連続体近似の有効
Hamiltonianを統一的に

H(px) = Ãpxτx + m̃0τz (20)

と書くなら，kx = πのまわりでは，Ã = −A, m̃0 = m0 + 4m2 ということである．いま，
波数 kxのまわりで展開したときに得られるHamiltonian が式 (20) のように表されるとし
て，この点における（占有されたバンドの／価電子帯の）バンドの指数を

δkx = sgn(Ã) sgn(m̃0) (21)

と定義する．A > 0, m2 > 0として，δkxの値を表にしてみた（表１）．このようにして決

δkx=0 δkx=π N

0 < m0/m2 + − 0

−4 < m0/m2 < 0 − − 1

m0/m2 < −4 − + 0

表 1: １次元トポロジカル絶縁体におけるバンド指数 δkx の変化と巻付き数 N1 の関係．A > 0,
m2 > 0の場合．

めたバンド指数 δkx を用いて，巻付き数N は次のように表される [16, 17].

−N =
1

2
δkx=0 +

1

2
δkx=π. (22)

上の関係式が実際に成り立っていることをチェックせよ（表１も参照のこと）．
最後に，連続極限：系の Hamiltonianが式 (1)で表されるとき，巻付き数N がどのよ
うに振る舞うか言及しておこう．この場合，式 (15)に現れる q(kx)に対応するのは，

q(px) = m(px) − iApx

= m0 +m2p
2
x − iApx (23)

である．連続極限では，pxは全実軸上を動く．従って，巻付き数Nは，px ∈ Rに対して，
φ(px) = arg q(px)が連続になるような φ(px)の分岐に対して，

N =
φ(px → ∞) − φ(px → −∞)

2π
(24)

と定義でき，Rから S1への写像の巻き付き度を表す．

1. px → ±∞で，
n(px) =

q(px)

|q(px)|
= sgn(m2) (25)

2. px = 0で，n(px) = sgn(m0)
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図 5: エッジ解の存在条件．m2 = 1, A = 1で固定し，m0 を −1.25から 0.25まで 0.1刻みで
変えてみたとき，式（32）の振る舞いがどのように変わるか？m0 = 0.05, 0.15, 0.25に対応する
曲線は増大解になってしまい，x = 0近傍に局在するエッジ状態を記述できない．エッジ解は，
−1/4 < m0/m2 < 0のとき過減衰，m0/m2 < −1/4なら減衰振動する．

に注意すれば，
N =

sgn(m2) − sgn(m0)

2
(26)

となることを確かめることができる．

1.3 バルク=エッジ対応
エッジ状態の有無とバルクの「トポロジカルな」構造の間に対応関係があることはお分
かりいただけたと思う．以下では，この対応関係（バルク=エッジ対応）[18] をより直接
的に検証する．与えられたWilson-Dirac型有効Hamiltonianに対し，エッジ解を具体的
に構成してみて，これが可能になる条件を調べる．エッジ解の存在条件は，バルクの有効
Hamiltonianを規定する質量パラメーターを用いて表される．こうして得られる条件が今
まで議論してきたバルクの有効Hamiltonianを特徴づける巻付き数の自明／非自明性と１
対１に対応することを見ていく．エッジ解の存在／不在の境界はバルクでバンド反転がお
きる点でもある．
話を簡単にするため，連続極限を考えよう．式（1）は，2成分スピノールψ の空間部
分が

ψ = u eipxx (27)

のように平面波で表される場合を想定している．いま，式（1）で表される１次元のトポ
ロジカル絶縁体が x-軸の正の部分：x > 0 を占め，x = 0で残りの部分を占める真空と接
しているとしよう．x = 0の界面（エッジ）近傍に局在するエッジ解は，式（27）のよう
な平面波ではなく，減衰波：

ψ = u e−κx (28)
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の形をとるであろう．つまり，これは式（27）で px = iκ と置いたものだから，

H1D = m(κ)τz + iAκτx, m(κ) = m0 −m2κ
2 (29)

に対し，
H1Du = Eu (30)

が成立する必要がある．一般に，uの具体的な形はエネルギー固有値E = E(κ)によって
異なる．さて，式（28）の形の基本解を重ね合わせ，「境界条件：x = 0で波動関数ψがゼ
ロ」を満たす解を構成する．正確に言うと，ψは２成分スピノールなので，

ψx=0 =

[
0

0

]
. (31)

そのために，同じエネルギー固有値に属する２つの減衰波解を重ね合わせて，

ψ = u1 e
−κ1x − u2 e

−κ2x (32)

のような線形結合をとる必要があるが，式（31）を満たすためにはさらにu1 = u2でなけ
ればならない．これはエネルギーがE = 0のときにのみ可能．確かめてみよ（→課題）．
そこで，

[m(κ)τz + iAκτx]u = 0. (33)

を解く．両辺に左から τzをかけて，

[m(κ) − Aκτy]u = 0. (34)

従って，２つの固有ベクトルuはu = |τy±〉 と求まる．ここで，|τy±〉は τyの固有状態．
u = |τy−〉の方を採用すると，式（34）は，

κ =
A±

√
A2 + 4m0m2

2m2

. (35)

を意味する．この２つの解が，式（32）の κ1, κ2 に対応する．
さて，式（32）がちゃんとエッジ解になっているためには，これを構成する基本解の両
方が減衰解になっていなければいけない．一方が減衰解，他方が増大解ではダメ．つまり，
κ1 > 0かつ κ2 > 0が必要．そのような状況は，m0m2 < 0のときのみ実現することが分
かる．m2 = 1, A = 1で固定し，m0をいろいろ変えてみたとき，式（32）の振る舞いが
どのように変わるか図 5 に示した．以上の考察は，エッジ解が構成可能な条件はバルクの
トポロジカル数が非自明になる条件と一致することを示唆している．9

9格子系の場合：有効 Hamiltonianが式（5）で表される場合にも同様の考察をしてみよ（課題）．エッ
ジ解の存在条件として，−4 < m0/m2 < 0 が得られるはずである．
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図 6: ２次元トポロジカル絶縁体のスペクトル．具体的なモデルとしては，式 (38)で与えられてい
るもの．左のパネル：m0/m2 = −1のとき．∈ TI-相（エッジ状態あり）．右のパネル：m0/m2 = +1
のとき．∈ OI-相（エッジ状態なし）．幅 L = 50のリボン系．A = 1. m2 = 1.

2 高次元への一般化
１次元トポロジカル絶縁体はその「シンプルさ」にも関わらず，トポロジカル絶縁体に
特徴的な基本的性質をほぼ全て備えていた．ただ１次元の系であるがゆえ，有限系にす
ると並進対称性が完全に失われて，スペクトルが離散的になってしまった．そのため，エ
ネルギーギャップの中にエッジ状態ができることは確認できたが，それはバルクのエネル
ギーギャップを横切って現れるというような現れ方ではなかった．

2.1 ２次元版
そこで，以下では次元をひとつ上げて２次元の系を考える．具体的には，式 (1), (5) を
２次元の場合に拡張した次のようなモデルである．

H(p) = Axpxτx + Aypyτy +m(p)τz, (36)

m(p) = m0 +m2p
2 (37)

あるいは，これを格子の上に載せた

H(k) = Ax sin kxτx + Ay sin kyτy +m(k)τz, (38)

m(k) = m0 + 2m2x(1 − cos kx) + 2m2y(1 − cos ky) (39)

は２次元トポロジカル絶縁体を記述する有効Hamiltonianである．当面，Wilson項は等
方的であるとしておく．m2x = m2y = m2.

さて，１次元トポロジカル絶縁体で少々不満だったのは，エッジ状態に分散がないこと
であった．１次元の場合，端を作るとそこは点になってしまうから，エッジ状態といって
もそれは束縛状態なので致し方なかったわけだ．そこで以下では，幅L（y = 1から y = L
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まで）の帯状，あるいはリボン状の系を考えて，端に沿った方向（x-方向）への並進対称
性は残るようにする．
エッジを導入するため，式 (38)を実空間表示に戻して，式 (7)の形に表現する．実際，

M の定義だけ少し変更して，

M = Ax sin kxτx + {m0 + 2m2x(1 − cos kx) + 2m2y}τz (40)

のように定義し直せば，式 (7)の形はいまの場合でもそのまま成立する．同様に，端のあ
る系：いまの場合，=リボン系の Hamiltonian行列には式 (9)の形がそのまま通用する．
これを数値的に対角化して，エネルギー固有値Eを kxの関数としてプロットしたのが図
6 である．得られた結果を１次元のときと比較してほしい．期待通り，２次元系で得られ
た結果は，１次元の場合のものを「外挿したもの」になっていることがわかる．

1. m0/m2 < 0のとき，10エッジ状態がバルクのエネルギーギャップを横切って現れる
→図 6の左側のパネル．もちろん，kx = 0で交差している２つの “in-gap states” が
エッジ状態であることを確かめるには，対応する波動関数の空間分布を見てみる必
要がある．実際，２つの状態はそれぞれ，（横に伸びた）リボンの上下端（y = 1と
y = L-近傍）に局在した波動関数を持つエッジ状態であることが確認できる．系は，
トポロジカルに非自明な相，あるいは，TI-相：トポロジカル絶縁体相にある．

2. m0/m2 > 0のとき，エッジ状態は現れない→図 6の右側のパネル．系はトポロジカ
ルに自明な相，あるいは，OI-相：通常絶縁体相にある．

上で，系が 1.のトポロジカルに非自明な相にある場合，リボンの上下端にはエッジ状態
が，それぞれ１本ずつ互いに反対方向に走っていている．つまり，１つのエッジに着目す
れば，そこに走っているエッジモードは１本．右向きか，左向きのどちらかである．この
ようなエッジ状態はカイラル/chiral であるという．カイラルなエッジでは後方散乱は起
き得ない．逆走するモードはないので（=一方通行ということ）．その結果，カイラルな
エッジ状態は不純物に対して頑強ということになる．リボン系の場合，逆走チャンネルは
リボンの反対の端にある．そのようなリボンを跨ぐプロセスは（リボンの幅の関数とし
て）指数関数的に抑制される．

2.2 Chern数
さて，次に１次元系のときと同様，系のエッジで起こることをバルクの量と関係付け
たい．２次元のトポロジカル絶縁体を特徴づけるのに便利なのが，チャーン（Chern）数
と呼ばれるトポロジカル数である．Chern数はトポロジカル絶縁体分野の発展において特

10もう少し正確に言うと，このシミュレーションを行なった格子系の場合，−4 < m0/m2 < 0とそれに
続く −8 < m0/m2 < −4 の領域でエッジ状態が現れる．なぜそうなるかは，後述．
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図 7: 数値的に評価したChern数C1. モデルは式 (38) で与えられる２次元格子模型．左：等方的
な場合（m2y = m2x）．右：異方的な場合．図 8の相図で，m2y/m2x = 0.5の線上．

に重要な意味を持って来た．Chern数は量子ホール効果の研究で物性物理学に導入された
[13] ．そもそも，このような特殊な絶縁体（=トポロジカル絶縁体）の研究が広く世の注
目を浴びるようになったのは，その発見以来，30年以上の歴史を持つ量子ホール効果の
研究に負うところが大きい．量子ホール効果が起きているとき，系は一種のトポロジカル
絶縁体相にある．実際，式 (36), 式 (38)はこのような量子ホール絶縁体，あるいは量子異
常ホール絶縁体の有効Hamiltonianとみなすことができる．量子ホール効果とは，ホール
伝導度 σxyが量子化する現象である．量子ホール効果においては，Chern数というトポロ
ジカル数が物理量 σxyに直接結びついていることが注目すべき点である.

σxy =
e2

h
C1. (41)

ここで，C1と表したのがChern数 [13]で，

C1 =
∫

k∈BZ
d2k [∇k × a(k)]z

=
1

4π

∫
k∈BZ

d2k n · [∂kxn× ∂kyn]. (42)

ここで，a(k) = −iψ†
−∇kψ− は，Berry接続．n = n(k) は，次のような長さ１の３次元

ベクトルである．まず，k = (kx, ky)と質量項m(k) をまとめて，これをひとつの３次元
ベクトルとみなす．

k3D(k) =


A sin kx

A sin ky

m0 + 2m2(2 − cos kx − cos ky)

 (43)

これを長さ１に規格化したものが，n(k) = k3D/|k3D|.
最初に，比較のため，式（42）が連続極限でどうなるか，見ておく．式（42）は形式
的に，

C1 =
1

4π

∫
d2p n · [∂pxn× ∂pyn] (44)
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と書ける．積分範囲は全運動量平面に変更されている．また，

p3D =

[
Ap

m(p)

]
,

n(p) =
p3D

|p3D|
=

1√
A2p2 + (m0 +m2p2)2

[
Ap

m0 +m2p
2

]
. (45)

式 (44)の被積分関数は，pが運動量平面の微小面積 dpxdpy を動いたとき，n(p)の覆い
尽くす立体角を表す（4πで規格化される）．従って，Chern数C1は，運動量 pが全運動
量平面上を動いたとき，ベクトル nが単位球面上を何回覆い尽くすかの指標となる．式
(45)より，無限遠点：p = |p| → ∞で，n(p) → (0, 0, sgn(m2)), また，原点：p = 0で，
n(p) = (0, 0, sgn(m0)) が成り立ち，結局

C1 =
sgn(m2) − sgn(m0)

2
(46)

と表すことができる．つまり，Chern数が非自明な（ノンゼロの）値をとるかどうかは質
量パラメーターm0とm2の相対的な符号で完全に決まり，m0/m2 > 0のとき，Chern数
は自明：C1 = 0. m0/m2 < 0のとき，Chern数は非自明：C1 6= 0 （いまの場合，m2 > 0

として，C1 = 1）．
格子系の場合，実際にはC1 = ±1 となりうる．n(k)が，式 (43)で指定される場合に，
式 (42)を数値的に評価して得られた結果を図 7に示す．結果をまとめて式で示すと，

C1 =


1 (−4 < m0/m2 < 0)

−1 (−8 < m0/m2 < −4)

0 (m0/m2 > 0,m0/m2 < −8)

(47)

先程のリボン系のシミュレーション結果と比較すれば，エッジ状態のある vs.なしがChern

数の非自明 vs.自明と１対１に対応していることが分かる．
上の結果は，また２次元のWilson-Dirac模型の場合，C1の異なる２種類の TI-相が存
在することを示している．これは，例えば，リボンの両端を切り落として，矩形の（四
角い，別に四角くなくてもいいが，とにかく閉じた形状の）試料を用意した場合，カイ
ラルなエッジ状態の伝搬方向には時計回りと反時計回りがあるためことと関係している．
C1 = 1のTI-相は時計回りの，C1 = −1のTI-相は反時計回りのカイラルエッジ状態を持
つ．また，C1 = −1の TI-相（−8 < m0/m2 < −4に対応）で，図 6(a) に示したような
エッジ状態のスペクトルを計算してやると，２つのカイラルエッジ状態は，図 6(a)と異
なり，kx = πで交差することが分かる．いずれにせよ，バルクのエネルギーギャップを横
切って現れる「金属的な」エッジ状態の現れ方とバルクのトポロジカル数の振る舞いには
明白な１対１対応が見られる．
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図 8: ２次元版Wilson-Dirac模型の相図（異方性も考慮）[17] ．

2.3 異方的な場合，弱いトポロジカル絶縁相
２次元版Wilson-Dirac模型の相図を考えよう．Wilson項が等方的な場合の相図は，図

7の左のパネル, あるいは，式 (42)に示唆される通りである．これはバルクのバンド反転
の様子からも理解することができる．
以下では，問題を少し一般化して，異方性のある場合，つまり，m2x 6= m2xのときにも
適用可能なように定式化を行なっておく．２次元版Wilson-Dirac模型におけるバルクの
エネルギースペクトルは，式 (12)同様，

E2D 格子(k) = ±
√
A2

x sin2 kx + A2
y sin2 ky +m(k)2 (48)

となる．ただし，m(k)は式 (39)で与えられる．式 (48) のエネルギーギャップはBrillouin

域の反転対称な４点：Γ, X, Y , M で閉じることが想定される．ここで，kΓ = (0, 0),

kX = (π, 0), kY = (0, π), kM = (π, π). これら４点において，m(k) = 0となるのは，それ
ぞれ (i) m0 = 0 (k = kΓ), (ii) m0 +4m2x = 0 (k = kX), (iii) m0 +4m2y = 0 (k = kY ), (iv)

m0 +4m2x +4m2y = 0 (k = kM)のときで，実際，上の (i)から (iv)は図 8の相図上で異な
るトポロジカル相の相境界を与えている．等方的な場合に倣って，例えば，m2y/m2x = 0.5

の線上でChern数C1を計算してみると，図 7の右のパネルのようになる．
ちょっと面白くなってきたので，調子に乗って，もう少しこの問題に深入りしよう [17].

図 7の右のパネル（あるいは，図 8のm2y/m2x = 0.5の線上）で，２つのTI-相（C1 6= 0

の相）に挟まれたC1 = 0の相（図 8では，WTI-yと命名されている）はどのような相だ
ろうか？先験的には（Chern数の計算結果から判断すれば），この相は自明な相でエッジ
状態など出ないと考えられる．しかし，実際に系を x-軸方向，あるいは，y-軸方向のリボ
ン状にして，スペクトルを計算してみると図 9のようになる．エッジ状態は現れる．しか
し，x-軸方向に伸びたリボンでは，エッジ状態は現れない（エッジ状態が現れるかどうか
は，リボンの向きに依存する）．また，エッジ状態が現れる方の y-軸方向に伸びたリボン
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図 9: ２次元の weak相（WTI-y相，図 8参照）におけるエッジ状態（リボン系）のスペクトル．
左（右）のパネル：x-（y-）軸方向に伸びたリボンの場合．m2y/m2x = 0.5, m0/m2x = −3.

の場合，図 6(a) のときと違い，２つのエッジ状態は ky = 0と ky = πの２ヶ所で交差して
いる．
３次元のいわゆるZ2トポロジカル絶縁体の場合，表面（いまの場合，エッジ）にDirac

コーンが１つ（一般には奇数個）現れる場合を「強い」トポロジカル絶縁体（STI: strong

topological insulator），２つ（一般には偶数個）現れる場合を「弱い」トポロジカル絶縁
体（WTI: strong topological insulator）と呼ぶのが慣例である（Sec. 3を参照）．強い／
弱いという命名は，当初，不純物・摂動に対する頑強性に言及して行なわれたものだが，
その後の研究でいろいろと物議を醸すこととなった（Sec. 4結語参照）．少し話しが逸れ
たが，いま調べていた２次元模型に話しを戻すと，例えば，図 8のWTI-y相に現れるエッ
ジ状態：ky = 0と ky = πの２ヶ所で交差するエッジ状態は，このような弱いトポロジカ
ル絶縁体において現れる２つのDiracコーンの原型/prototypeと考えることができるだろ
う．エッジ状態の現れ方が異方的であるのもWTIの特徴である（Sec. 3を参照）．

δΓ δX δY δM C1 {Nkx=0, Nkx=π} {Nky=0, Nky=π}
0 < m0/m2x + − − + 0 {0, 0} {0, 0}

−2 < m0/m2x < 0 − − − + 1 {1, 0} {1, 0}
−4 < m0/m2x < −2 − + − + 0 {1,−1} {0, 0}
−6 < m0/m2x < −4 − + + + −1 {0,−1} {0,−1}

m0/m2x < −6 − + + − 0 {0, 0} {0, 0}

表 2: ２次元版Wilson-Dirac模型の相図（図 8）で，m2y/m2x = 0.5の線上におけるバンドの指
標 δkの変化と Chern数 C1, および，巻付き数Nkx , Nky との関係．A > 0, m2 > 0.

さて，バンドの指標も１次元の場合と同様に定義することができる．２次元の場合，バ
ンド反転は Brillouin域の反転対称な４点：Γ, X, Y , M で起こる．式 (20)に倣い，これ
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らの点のまわりで式 (38)を展開して得られる連続体近似の有効Hamiltonianを

H(px) = Ãxpxτx + Ãypyτy + m̃0τz (49)

と書く．いま，波数 kのまわりで展開したときに得られるHamiltonian が式 (49) のよう
に表されるとして，この点におけるバンドの指標を式 (21)同様，

δk = sgn(Ãx) sgn(Ãy) sgn(m̃0) (50)

と定義する．A > 0, m2 > 0として，δkの値を表にしてみる（表２）．Chern数 C1とバ
ンドの指標 δk の間には，次の単純な関係が成り立つ．

−C1 =
1

2
δΓ +

1

2
δX +

1

2
δY +

1

2
δM . (51)

Chern数C1はBerry曲率をBrillouin域全体に渡って積分したものだったが，（少々の飛躍
を恐れずに言うと）上式はこれが４つのDirac点からの寄与（= ±1/2）に分解できるこ
とを示している [19].

さて，C1 = 0の weak相，例えば，先程のWTI-y相に現れたエッジ状態，とりわけ
ky = 0と ky = πにおけるエッジ状態の交差はどのようなトポロジカル数に保護されてい
るのであろうか？一般にこのような “weak”な性質は１つ次元が下のトポロジカル数と関
係している [20]. いまの場合，Brillouin域で kxあるいは kyのいずれかを= 0 あるいは，
= πに固定し，残りの方向にぐるっと一周する閉経路 Ckx , Cky に対する Berry位相Nkx

とNky がこれに相当する．

Nkx =
1

iπ

∮
Ckx

dky ψ
†
−∂kyψ−, Nky =

1

iπ

∮
Cky

dkx ψ
†
−∂kxψ−, (52)

上式では，Nkx , Nky を Berry曲率の経路 Ckx , Cky にわたる周回積分で表現したが，これ
を式（17）のように「巻き付き数」として解釈することもできる．このようなトポロジカ
ル数Nkx , Nkyに対して，式（22），あるいは式（51）と同様の「分解則」が成り立つ [17]．

−Nkx=0 =
1

2
δΓ +

1

2
δY , −Nkx=π =

1

2
δX +

1

2
δM ,

−Nky=0 =
1

2
δΓ +

1

2
δX , −Nky=π =

1

2
δY +

1

2
δM , (53)

上式と表２を照らし合わせて，分解則に矛盾がないことをチェックした上で，Nkx,ky = ±1

となるところでエッジ状態の交差が起こっていることを確認してほしい．

2.4 スピンホール絶縁体，時間反転対称性，ヘリカルなエッジ状態
トポロジカル絶縁体の分野が現在のように花開いた最大の要因は，あとに述べる３次元
のトポロジカル絶縁体がBi2Se3, Bi2Te3に始まる一連の物質群 [1] として，スピン分解角
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度分光等の実験で確認されたことに違いない．しかし，歴史がそのような方向に進むきっ
かけを作ったという意味において，その前駆体である量子スピンHall効果，量子スピン
Hall絶縁体の予言 [2, 3] と，その実験的な検証 [4] が大きかったのではないか？
量子ホール効果は強磁場中の２次元系で起こり（→従って，時間反転対称性は破れてい
る），試料の端にカイラルなエッジ状態が現れる．これに似た現象が，ゼロ磁場で時間反
転対称性が保たれたまま起こるのが，スピンHall効果，そしてそのような現象を示す系
をスピンHall絶縁体 [21] という．（実効的に）磁場の役割を果たすのは，スピン軌道結合
である．
もう少し模式的に状況を記述するなら，次のようになる．量子スピンHall絶縁体中に
おいて，スピン upの電子は，+Bẑという有効磁場を感じて，式 (36), あるいは式 (38) で
記述されるような量子ホール状態にある．この（部分）系には，時計回りのカイラルエッ
ジ状態が存在する．一方，スピン downの電子は，これと反対の−Bẑという有効磁場を
感じ，同様な有効Hamiltonian で記述される量子Hall状態にあるが，こちらの部分系を
周回するカイラルエッジ状態は反時計回りになる．全系の有効Hamiltonianは，次のよう
になる [3].

H =

[
h(k) 0

0 h∗(−k)

]
. (54)

ここで，h(k)としては，式 (36), あるいは式 (38) で与えられる部分系のHamiltonian を
持ってくる. 式 (54) は時間反転対称になっている．系のひとつの端：例えばリボン系の上
端に着目すると，そこには一対のギャップレス状態がバルクのバンドギャップを横切って
現れる．スピンの量子化軸を適当にとると，一方のスピンは up, もう一方は down の状態
に対応し，またスピン upは右向き，スピン downは左向きというように互いに逆走して
いる．もちろん，系はエッジを含めて時間反転対称になっているから，この２つのエッジ
モードは互いに時間反転操作で入れ替わる関係になっている．このような系に不純物を導
入して，局所的に並進対称性を破ったとしても，スピンが保存される限り，電子は後方散
乱しない．ヘリカルなエッジチャンネルは非磁性不純物に対して頑強である．

3 ３次元版：いわゆる（Z2）トポロジカル絶縁体
高次元化を続行する．

3.1 ３次元Wilson-Dirac模型：時間反転対称性
式 (1), 式 (36) を自然に３次元に拡張したい．しかし，ここでひとつ困ったことがある．
３次元版のWilson-Dirac模型を構築しようとすると，運動量３成分：px, py, pz と質量項
m(p), 合わせて４つの「独立な」項が出てくる．これら４つの項にひとつずつPauli行列

物性研究・電子版　Vol. 4, No. 1, 041202 （2015年2月号）《講義ノート》



を割り当てたい．しかし困った．Pauli行列は３つしかない！どうすればいいか？答えは，
相対論的量子力学の教科書にも書いてある．答え：2× 2の行列では埒が明かない．Pauli

行列の 4 × 4版：γ-行列を導入する．例えば，１つの取り方に過ぎないが，

γ0 = τz, γ1 = τxσx, γ2 = τxσy, γ3 = τxσz. (55)

２種類のPauli行列 σx, σy, σzと τx, τy, τz は異なる物理的な自由度（ここでは，スピンと
軌道）に対応し，別の空間で作用する．γ-行列は，Pauli行列同様→式（3），反交換関係
を満たす．

{γµ, γν} = 2δµν , (56)

µ, ν = 0, 1, 2, 3. 式 (55)のように与えられた γ-行列を用いて，３次元Wilson-Dirac模型を
構築することができる [8, 9].

H3D(p) = m(p)γ0 + Axpxγ1 + Aypyγ2 + Azpzγ3 (57)

m(p) = m0 +m2p
2 (58)

これを立方格子の上に載せて，

H3D 格子(k) = m(k)γ0 + Ax sin kxγ1 + Ay sin kyγ2 + Az sin kzγ3, (59)

m(k) = m0 + 2m2x(1 − cos kx) + 2m2y(1 − cos ky) + 2m2z(1 − cos kz). (60)

式 (55)で，２種類の Pauli行列の σの方がスピン，τ の方が軌道を表すことにしたか
ら，時間反転操作の下で，これらは，σ → −σ, τ → τ と変換する．一方，pや kは時間
反転の下で符号を変える．p→ −p, k→ −k. 質量項は，pまたは kの偶関数になってお
り，時間反転不変．従って，式 (57), (59) のHamiltonianは時間反転不変である．

ΘH(−k)Θ−1 = H(k) (61)

ただし，時間反転演算子は，Θ = σyK. Kは複素共役を表す．従って，Θ2 = −1. 11

11この事実は，分類学的（Sec. 4結語参照）には重要である．詳しく述べる余裕はないが，式 (57), (59)
で与えられる Hamiltonian （以下では，単に H(k)と記す）は，このままの形だと，分類学的にはクラス
DIIIに属する（Ref. [26, 29]等にある周期表を参照せよ）．具体的には，Θ = σyK に対して，式（61）が
成り立ち（→時間反転対称）かつ，Θ2 = −1 であることに加えて，この系には粒子正孔対称性もある．す
なわち，Ξ = σyτyK に対し，

ΞH(−k)Ξ−1 = −H(k) (62)

も成立する．ただし，Ξ2 = +1. さらに，カイラル演算子：Γ5 = τy も定義できて，これがH(k)と反交換：
式（13）を満たす．→カイラル対称：Γ5 =“+1”. これ：Θ2 = −1, Ξ2 = +1, Γ5 = +1は，分類学的には，
クラス DIIIを意味する．さて，いわゆる Z2 トポロジカル絶縁体の属するクラスは，AIIである．クラス
AIIだと，空間３次元（２次元でも）トポロジカルな分類が Z2になる（クラスDIIIだと分類は Z）．実は
露に書かなかったが，式 (57), (59)には，ε(k)14のような（通常のホッピングから生じる）項が省略されて
いる．このような項は，粒子正孔対称性とカイラル対称性を破り，系の対称性クラスを DIIIから，AIIに
変更する．クラス AIIの対称性は，Θ2 = −1, Ξ2 = 0, Γ5 = 0. クラス DIIIにおける Z-トポロジカル数の
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3.2 Z2指数と強いvs. 弱いトポロジカル絶縁体
３次元トポロジカル絶縁体の相図はどのようなものになるだろうか？時間反転対称な３
次元 “クラスAII”（脚注 11参照）トポロジカル絶縁体の相図は，４つのZ2指数/indices

によって特徴付けられる [5, 6, 7] ．４つの Z2指数は「強い」指数 ν0 と「弱い」指数 ν1,

ν2, ν3に分類される．
４つのZ2指数は，これまで扱ってきたケース同様，バルクの対称点におけるバンドの指
標で表すことができる12．式 (59)で与えられる３次元Wilson-Dirac模型の場合，バルクに
おけるバンドの反転はBrillouin域の次の８点で起こる：Γ, X, Y , Z, P , Q, R, M . ただし，
kΓ = (0, 0, 0), kX = (π, 0, 0), kY = (0, π, 0), kZ = (0, 0, π), kP = (0, π, π), kQ = (π, 0, π),

kR = (π, π, 0), kM = (π, π, π). これらの点は，Brillouin域における空間，かつ，時間反
転対称な点である．これらの点のまわりで式 (59)を展開し，k · p-近似を適用すると，連
続体近似の有効Hamiltonianは，式 (20), (49)同様，

H(px) = m̃0γ0 + Ãxpxγ1 + Ãypyγ2 + Ãzpzγ3 (63)

の形に得られる．これを用いて，波数 kの点におけるバンドの指標を

δk = sgn(m̃0) (64)

と定義しておく．今回，分類がZ2なので，Diracコーンの「巻き方」は気にしなくてよい
（Ãの符号を気にしない理由）．文献 [22]によれば，４つの Z2指数は式（64）の δk を用
いて，次のように表される．
まず，強い指数 ν0は，

(−1)ν0 = δΓδXδY δZδP δQδRδM (65)

と８つの対称点すべてにおける δkの値をかけたもので決まる．次に弱い指数 ν1, ν2, ν3 で
あるが，これは

(−1)ν1 = δXδQδRδM ,

(−1)ν2 = δY δRδP δM ,

(−1)ν3 = δZδP δQδM (66)

偶奇性が，クラス AIIにおける（強い）Z2-トポロジカル数 ν0 に対応する．
一方，最初に扱った１次元トポロジカル絶縁体のモデル— 式 (1), (5)で与えられた— にも実は形式的な

時間反転対称性があった．式 (1), (5)で与えられるH(k) に対しては，Θ = τzKととると，式 (61)が成立す
る（→時間反転対称）．ただし，３次元の場合と１つ重要な違いがあって，Θ = τzK に対しては，Θ2 = +1
である．また，Ξ = τxK, Γ5 = τy ととれば，式 (62), (13)がそれぞれ成立し，粒子正孔対称性，カイラル対
称性も存在することが確認できる．従って，式 (1), (5)の１次元Wilson-Dirac模型は，Θ2 = +1, Ξ2 = +1,
Γ5 = +1 で特徴付けられ，クラス BDIに属することが分かる．クラス BDIのトポロジカルな分類は，空
間次元 1で Z. 周期表はうまくいっているようだ．一方，先程の３次元の場合と同様，ε(k)12 のような項
を Hamiltonianに加えると，粒子正孔対称性とカイラル対称性はなくなり，系の対称性クラスは BDIから
AIへと変更になる．

12ただし，系が空間反転対称なとき [22]．
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のように，例えば，ν1であれば，kx = πの面上にある４つの対称点：Γ, Q, R, M におけ
る δkの値をかけたもので決まり，ν2, ν3についても同様の規則が成り立つ．
強い指数がノンゼロ：ν0 6= 0の相を強いトポロジカル相（STI-相）と呼び，この相では
どのような向きに表面を作っても表面 Brillouin域にDiracコーンが１つ（一般には奇数
個）現れる．強い指数がゼロ：ν0 = 0だが，弱い指数 ν1, ν2, ν3 のうち少なくともひとつ
がのノンゼロであるとき，これを弱いトポロジカル相（WTI-相）と呼ぶ．１次元，２次
元のWilson-Dirac模型のときと同様，質量パラメーターを適当に変えたとき，式 (64)の
δkがどのように変化していくかを表にすることができる．この表と式 (65), (66)の規則を
見比べれば，３次元トポロジカル絶縁体の相図を作成することができる．13

WTI-相では，一般に，表面Brillouin域に「偶数個」のDiracコーンが現れる．という
意味は，典型的には２つ，表面を作る向きによっては，Diracコーンが現れないない場合
もあるということ．Diracコーンが現れないない面は，３つの弱い指数 ν1, ν2, ν3 で決ま
るベクトル

ν = (ν1, ν2, ν3) (67)

に垂直な面であることが示される．バルクのエネルギーギャップの間の低エネルギー世界
に住む電子にとってこのような面は（使える状態がないという意味で）“dark”である．弱
い指数 ν1ν2ν3をこのような「ダークな」面のMiller指数とみなすこともできる．
孤立したDiracコーン（single Dirac cone）に住む電子は，いわゆるKleinトンネル効果
により，ポテンシャル障壁等で跳ね返らないため，有限領域に閉じ込めることができない．
14 STI-相の表面にいるDirac電子はこのような電子状態にある．上と同じことは，Dirac

電子が，例えば，箱形の試料のかどに来たときにも言えて，従って，STI-表面のDirac電
子はかどで跳ね返らない [24] ．これが，STI-相では「どのような向きに表面を作っても」
Diracコーンが１つ現れる理由である．一方，表面Brillouin域に偶数個のDiracコーンが
ある場合：WTI-相では，脚注 14 の状況と異なり，Dirac電子を有限領域に閉じ込めるこ
とができる．→その結果，ダークな面が現れる．ダークな面の存在は，WTI-表面の電子
物性を本質的に支配する [25] ．

4 結語
Wilson-Dirac型有効模型の立場からトポロジカル絶縁体の物理を議論してきた．最も
シンプルな１次元の模型から出発し，２次元版，３次元版等いくつかのバリエーションを
通して，トポロジカル絶縁体の物理の記述に必要な道具立てを導入した．紙面の都合上，

13例えば，m2x = m2y ≡ m2 として，z-方向にだけ異方性を許した場合，相図はどうなるか？m0/m2 と
m2z/m2 を２つ独立なパラメーターとして，これらの張る平面上で相図を作成してみよ [23].

14Diracコーンが１つしかないと，どう頑張っても，という意味は，何かうまい線形結合を作って，空間
のある領域で波動関数がゼロという境界条件を満たそうと思っても，（重ね合わせるものがないので）それ
を達成することはできない．
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そろそろ筆を置かねばならないが，トポロジカル絶縁体は深淵でまだその本格的な議論の
出発点に立ったに過ぎない．本当は本講義ノートで扱おうと思っていたが，もうちょっと
諦めざるを得ない状況になってしまったテーマがいくつもある．最後に未練を込めて，そ
れらをリストアップしておく．

1. トポロジカル絶縁体の分類学—モデルの対称性とトポロジカル数の性質— トポロジ
カル数によるトポロジカル絶縁体の特徴付けにおいては，モデルの対称性に応じて，
Z-タイプ，Z2-タイプがあることを見た．このような対称性によるトポロジカル絶縁
体の「クラス分け」を系統的に行なうのが，トポロジカル絶縁体における分類学の
考え方で，その結果は元素の周期表同様，一種の周期表の形に収められている [26]．
周期表はいまも増殖中らしい！？[27, 28]

2. 有限サイズ効果：トポロジカル絶縁体の表面状態は，特徴的に強い有限サイズ効果
を示す．従って，高が有限サイズ効果と言えど，それは副次的な効果とは言い切れ
ず，例えば，上で言及したトポロジカルな分類の周期表にだって影響する [29, 30]．
強いトポロジカル絶縁体ではスピン接続による形状効果 [31]，弱いトポロジカル絶
縁体では層数に関する偶奇性の問題 [23, 25] が，とりわけ重要な役割をする．

3. 強い vs.弱いトポロジカル絶縁体：局在／非局在の立場から．強いトポロジカル絶縁
体と弱いトポロジカル絶縁体の対比という意味では，表面状態の波動関数が不純物
の存在下で局在するか否かという問題は，上の有限サイズ効果とも絡み，とりわけ
理論研究においては依然 “state of the art” な研究テーマとなっている [32, 33, 34]．
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