
非平衡統計力学
— 熱的系から非熱的系へ —

東京大学地震研究所　 波多野恭弘1

これは「第57回物性夏の学校」における講義（全6コマ）のノートである。とは言え、講義
で話す内容のすべてを網羅している訳ではない。5月上旬時点でのいわば「予告編」である。
（これはひとえに担当者の時間的制約と怠慢による）。原稿締め切り以降も内容を更新する
ので、講義参加予定者は夏の学校開始前に http://www.eri.u-tokyo.ac.jp/hatano/classes/

を参照の上、（７月３１日には更新を終える予定なので8月1日以降に）最新版ノートをダウ
ンロードされたい。パスワードを要求されるかもしれないが、その場合は summerschool57

とする。
実際の講義では質問に随時対応しながら進むので進行具合は読めないが、前半（熱的
系）と後半（非熱的系）で内容がだいぶ違うので、進行が遅れた場合は細部を省略しつつ
最後まで通すつもりではいる。
参加者には理論系と実験系両方の大学院生がいることを想定し、テクニカルな理論的細
部には立ち入らず、式変形というよりは論理展開を重視する。また講義では極力物理的イ
メージを伝えるよう努める。（言い方を変えると、「実験系の人でも最低限理解しておくべ
き内容しか話さない」つもりである）。それでもまだ講演者の力不足により伝えきれない
部分が多々あるかもしれない。数学的な厳密性に関しては一切考慮していないので、そう
いうことが気になる人は悶絶したくなるかもしれないが、以上の事情からご容赦願えれば
と思う。（もちろん誤りを指摘して頂けるのは大歓迎である）。
言うまでもないかもしれないが、ここでは何か完成した理論を紹介するわけではない。
また、ごく最近研究が進んでいるフィードバック系や量子系の非平衡関係式についても論
じる余裕は無かったこともお断りしておかなければならない。本講義では（サブタイトル
が示すように）統計力学が非熱的系を対象にしようとする際に直面する問題について、と
くに私自身が不満足に感じている点を強調し、現在の非平衡統計力学において何が問題
なのか、何が足りないのか、今後何を目指すべきなのかなど、夜の議論2が盛り上がるよ

1http://www.eri.u-tokyo.ac.jp/hatano
2もちろんあやしい意味ではない。夏の学校、真のメインイベントは昼夜の別無くあちこちで展開される

自由な議論であろう。
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うな内容にしたいと考えている。講演者を特徴づけているのは（物理学科や物性研でなく
て）地震研所属ということもあるだろうから、その特色を出す工夫はするつもりである。
ただし地震そのものについて講義では触れる時間は（おそらく）ない。そちらも夜の議論
に取っておこう。

1 はじめに
「非平衡統計力学」と聞いた際にイメージするもの、あるいは「非平衡統計力学」と銘
打たれた本の内容は、たとえばブラウン運動論から始まり、揺動散逸定理と（微小な外場
に対する）線形応答理論という流れが基本であるかもしれない。たとえばKuboらによる
有名な教科書 [1]はその好例であろう。ここではそのような伝統的な流れとは別の形式で
非平衡統計力学を紹介してみることが目的である。というのも、非平衡統計力学はこの
15年ほどで面目を一新したからであり、その意味で以前の教科書は「古典的」になって
いると考えられるからである。もちろん論文の集積として研究は進むので、レビューを含
めたよい論文を選んで読み進んでいけば各自見通しは開けるはずである。ただし、「よい
論文を選ぶ」ことはそれほど簡単な作業ではないので、そのような教育的論文群を手引き
することは、それなりの意味があろう。本講義では、教育的と思われる論文群を標題（熱
的系から非熱的系へ）に沿って紹介しつつ、それらがカバーしていないごく最近の重要な
成果まで含めて論じることを目的とする。これまでなされたこと、その物理的意義、残さ
れている重要な問題、今後進むべき方向について偏見3を交えつつ述べる予定である。
「非平衡系」は平衡ではない系全てであるから、それを論じるためにはもちろん何らか
の限定が必要である。本講義で取り上げる主要な対象は「非平衡定常系」とする。「定常」
の定義は巨視的物理量が時間とともに変化しないということである。もちろん実際の物理
量は揺らぐので、定常系の定義はさほど自明ではない。定常性の一般的な定義は以下のよ
うにされる。系を特徴づける全ての巨視的物理量X(t)について

〈X(t1 + τ)X(t2 + τ) · · ·X(tn + τ)〉 = 〈X(t1) · · ·X(tn)〉 (1)

が成り立てばその系は定常状態にあるとする。ここで τ , t1, · · · , tnは任意であり、〈·〉はサ
ンプリング（アンサンブル）平均である。より標語的に言えば「時間のずらしに対して
統計的性質が不変である」ということである。上の定義からすぐに分かるように、これ
は「確率変数」が定常的であるかどうかを定義するものとしては明確であるが、「系」そ
のものが定常状態にあるかどうかという定義とはまた別物である。つまり「全ての巨視的
物理量」をどのように指定するのかという恣意性があり、非平衡系ではその問題は深刻で
ある。

3言うまでもないことだが、講義は批判的に聞いてほしい。
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他方、揺らぎに注目した定義としては以下のようなものも考えられる。

Xτ (t) ≡
1

τ

∫ t+τ

t
dsX(s) (2)

という粗視化を考えたとき、〈δX2
τ 〉 � 〈Xτ 〉2 を満たすような時間スケール τ が存在する

場合、その系は定常系と見なせると考えよう。（ここで 〈δX2
τ 〉 ≡ 〈X2

τ 〉 − 〈Xτ 〉2。また、〈·〉
は適当なアンサンブル平均)。一般的には4、〈δX2

τ 〉 ∼ 1/τ , 〈Xτ 〉2 ∼ τ 0 であるので、τ を
十分長く取れば系は定常系と見なせるはずである。ただしそのような τ が意味のある巨視
的時間スケール（実験時間とか）を越えてしまうと実質的には定常系とは見なされなくな
る。このような定義を満たさない系はいくつか考えられる（たとえば間欠的に大きな揺ら
ぎを示す非平衡系など [2]）が、ここではひとまずそのような系は除外する。
いずれの定義にせよ、非平衡系の場合は適切なアンサンブルがそもそも分からないの
で、アンサンブル平均を用いた上の定義は（とくに実験では）あまり実用的ではない。（も
ちろん仮想的には全ての巨視的物理量が等しいサンプルを多数用意すればよい。5）
問い： 上で述べた系の定常性の二つの定義は正しいだろうか？実験で定常性を判断す
るよい一般的基準はあるだろうか？

2 微視的動力学について: Markov過程
さてこれから非平衡系の統計力学を論じるわけだが、その際、微視的動力学について何
らかの状況設定が必要である。一般的に、系を記述する際にはその記述に特徴的な時空ス
ケールがあるが、その記述レベルよりも充分小さいスケールの動力学を「微視的動力学」
と通常は呼ぶ。ただし、ここで「微視的」という言葉は必ずしも原子分子を意味しない。
たとえば典型的なのは砂、米、塩などに代表される粉体6 であろう、また、結晶における
転位、第二種超伝導体における磁束、乱流における渦糸なども系の巨視的性質を決定する
サブレベル構成要素である。であるから、微視的動力学は量子力学や古典力学である必要
はないし、微視的変数は位置変数や運動量などの位相空間変数である必要もない。たとえ
ば、化学反応系における化学種の密度など、ある程度粗視化された変数でもよいし、ある
細胞の運動が右方向か左方向かというような二状態変数7などでもよい。

4大偏差原理の成立する時系列の場合。
5では、そのサンプル群はどのような微視的測度で記述されるのか？という問題が非平衡統計力学の一つ

の中心課題である。
6粉体の構成要素である粒の一つ一つはミクロンオーダーよりも大きく、熱運動はその重心運動に影響を

及ぼさない。これらは古典力学に従う多体系として記述されるが、放っておくと止まってしまうことから
も明らかなように、系の全エネルギーは保存しない。（つまり微視的動力学は非保存系の古典力学である）。
粉体系の巨視的統計的記述というのは、たとえば粉の粒子＝分子と読み替えることによって容易に出来そ
うな気はするのだが、そのような試みは（だいぶ控えめに言っても）多数の研究者が満足できるようなレベ
ルには到底達していない。したがってよい教科書もあまり無いのが現状である。[3]

7ただし二状態の場合には詳細釣り合いは破れないので、その意味で本質的に平衡系と見なせてしまう。
講義では簡単に触れる。

物性研究・電子版　Vol. 3, No. 3, 033204（2014年8月号）《講義ノート》



まず、微視的変数をxと書く（多変数でよい）。その動力学は確率過程で表すことにする。
空間xの定常状態測度を ρss(x)、熱平衡状態 (Gibbs測度）を ρeq(x)と書く。本稿では、微
視的変数xはMarkov過程であるとして通す [4]。したがって、二点遷移確率P (x2, t2|x1, t1)

でダイナミクスは全て記述される。
もちろん動力学のMarkov性は重大な簡略化である。これから紹介する非平衡関係式の
いくつかはMarkov過程以外でもある程度成立することが知られているが、それらをいち
いち解説することはしない。（文献は適宜挙げる）。ここでは入門を意識し、なるべく論
理的に一貫した形で重要な非平衡関係式を紹介することを優先する。
また、熱力学においては、系への操作（体積の圧縮や膨張、熱浴の接触など）が基本的
役割を果たしていたことを思い出そう。そこで対応する形で、制御される巨視的変数を
λ(t)と書く。（複数あってよいが記法の都合上このように書く）。λ(t)のプロトコルは操作
者（観測者）が完全に決定できるとするので、これは確率変数でないことに注意。今後ほ
とんどの場合は t2 ↘ t1を考えるので、遷移確率 P (x2, t2|x1, t1)は λ(t1)にのみ依存する
とする。従って、遷移確率は以下のように書ける。P (x2|x1; λ1). ただし λ1 = λ(t1). 確率
保存から以下の恒等式が成り立つ。∫

dx2P (x2|x1) = 1 (3)∫
dx1P (x2|x1)ρ(x1) = ρ(x2). (4)

以下では簡単のためxを単に xと書く。上で導入した遷移確率P (x2, t2|x1, t1)を、∆t ≡
t2 − t1として∆tについて 1次まで展開する。

P (x2, t2|x1, t1) ' δ(x2 − x1) + [R(x2|x1; t1) − C(x1, t1)δ(x2 − x1)] ∆t (5)

ここで

R(x2|x1; t1) =
∂

∂t2
P (x2, t2|x1, t1)|t2=t1 (6)

C(x1, t1) =
∫

dx2R(x2|x1; t1) (7)

である。すると確率分布の時間発展方程式が以下のように得られる。

ρ̇(x; t) =
∫

dx′ [R(x|x′; t)ρ(x′; t) − R(x′|x; t)ρ(x; t)] (8)

ここで被積分関数の第一項は xへ「流入」する単位時間あたりの確率、第二項は同じく x

から「流出」する単位時間あたりの確率である。

3 詳細釣り合いの破れとしてのエントロピー生成
3.1 熱平衡を特徴づける「詳細釣り合い」
まず定常状態の特別な場合として、熱平衡状態を考えよう。熱平衡分布 (Gibbs測度）を

ρeq(x)と書くと、当然ながらこれは不変測度だから、式 (8)へ代入すればゼロになるはず
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である。 ∫
dx′ [R(x|x′; t)ρeq(x

′) − R(x′|x; t)ρeq(x)] = 0 (9)

しかし、実はもっと強い言明が成り立つことが知られている。

R(x′|x)ρeq(x) = R(x|x′)ρeq(x
′) (10)

この性質は「詳細釣り合い」(detailed balance)と呼ばれる。熱平衡系ではこの性質が全
ての x, x′について成立する。名前の由来は式 (9)と比較すれば明らかであろう。詳細釣
り合いは定常性の条件よりもはるかに強い言明であることに注意。詳細釣り合いは熱平衡
状態の微視的動力学を特徴づける性質だから、物理的に (Hamiltonianの性質などを用い
て）導出されるべきものである。導出はたとえば van Kampenの教科書 [4]第V章などに
見られるので参照のこと。（講義では一通り解説するかもしれない）。
なお、詳細釣り合いは遷移確率 P (x2|x1)を用いると以下のように書ける。

P (x2|x1)ρeq(x1) = P (x1|x2)ρeq(x2) (11)

式 (10)と (11)が同値であることはすぐに示せる。
平衡測度 ρeq(x)としてカノニカル測度 exp[−β(F − H(x))]をとると、詳細釣り合いは
以下のように書ける。

P (x2|x1)

P (x1|x2)
= exp[−β(H(x2) − H(x1))] (12)

このように書くと、詳細釣り合いがいかに熱平衡状態の特徴を表しているか、直観的に分
かりやすいかもしれない。すなわち以下のことが保証されることを銘記しておくべきで
ある。

1. ある事象（x1から x2へ遷移）の確率があれば、その逆方向の事象が起こる確率が
ゼロでないこと

2. 熱平衡分布が不変測度であること

3.2 非平衡系における詳細釣り合いの破れ
さて、熱平衡状態の微視的動力学が詳細釣り合いで特徴づけられるのならば、逆に、非
平衡状態の微視的動力学は詳細釣り合いの破れで特徴づけられるのではないだろうか？そ
こで詳細釣り合いの破れを以下のように定義する [5]。

B(x2|x1) ≡ log
P (x2|x1)ρ(x1)

P (x1|x2)ρ(x2)
(13)
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対数をとる理由は、B(x2|x1) = −B(x1|x2)としたいからである。（時間反転に対して奇の
対称性をもつ）。また、詳細釣り合いが成り立つときはB(x2|x1) = B(x1|x2) = 0である。
式 (13)はワンステップの遷移についての量だから、径路 (x0, x1, · · · , xN)については、
各ステップについてのBを足し上げればよい。

B[x] =
N−1∑
i=0

B(xi+1|xi) = log
N−1∏
i=0

P (xi+1|xi)ρss(xi)

P (xi|xi+1)ρss(xi+1)
= log

[
N−1∏
i=0

P (xi+1|xi)

P (xi|xi+1)

]
ρ(x0)

ρ(xN)
(14)

を得る。これが径路 (x0, x1, · · · , xN)について詳細釣り合いの破れを特徴づける。ただし
ここでは定常状態しか考えていないことに注意。

3.3 局所詳細釣り合い
ここで非平衡系における詳細釣り合いの破れ方について注意しておくことはきわめて
重要である。熱平衡系における詳細釣り合いは、位相空間に属する全ての代表点について
B(x2|x1) = 0が成り立つことであった。一方で例えばほとんど全ての代表点については
詳細釣り合いが成り立つが、ごく限られた領域においてのみ詳細釣り合いが成り立たない
という状況も考えられる。先に言ってしまうと、揺らぎの定理（のみならず本稿で論じる
ほとんど全ての非平衡関係式）はそのような状況でしか成り立たないのである [6, 7]。先
に具体例を見た方が理解が早いだろうから、以下でいくつか挙げてみる。

3.3.1 非保存力で駆動されるブラウン粒子

周期境界条件のもとで非保存力 f で駆動されるコロイドなどのブラウン粒子は重要な
例である。形式的にHamiltonianを書けば

H = p2/2m + U(x) − xf (15)

となる。ここでU(x)は周期的ポテンシャルとする。この系は閉じた境界条件のもとでは
平衡系であるが、周期境界条件のもとでは流れが生じ非平衡系になる。局所詳細釣り合い
の条件は、式 (12)に (15)を代入し

P (x2|x1) = P (x1|x2) exp [−β{U(x2) − U(x1) − f(x2 − x1)}] (16)

となる。この条件のもとで、詳細釣り合いの破れを表す量Bはどうなるだろうか。式 (14)

に (16)を代入すると、
B[x] = βf(xN − x0) (17)

となるが、これは非保存力がする仕事に逆温度 βをかけたものであるから、定常状態では
「熱浴に捨てられる熱によるエントロピー生成」になる。つまり、局所詳細釣り合いの仮
定のもとでは、詳細釣り合いの破れB[x]は径路 [x]で生成されるエントロピーである。
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3.3.2 熱伝導系

二つの異なる熱浴に接した定常系を考えよう。具体的イメージのため、系を一次元格子
として、それぞれの位置変数を xαと書こう。(α = 1, · · · , N)。系のHamiltonianは以下の
ように与えられる。

H =
∑
α

Hα (18)

H(zα) =
[
K(pα) + U(xα) + V (xα+1 − xα)

]
(19)

ここで pは運動量で、K(p) = p2/2m。二つ目の式では xと pをまとめて z と書いてい
る。あとの便利のためにH0(z

α) = K(pα) + U(xα)を導入しておく。（H(zα) = H0(z
α) +

V (xα+1 − xα)）。
なお、実は on-site potential U(x)の項は 1次元格子熱伝導のようなトリッキーな問題8

においては重要な役割を果たすことが知られているが、ここでは本質的にはあってもなく
ても同じである。
さてこの系において局所詳細釣り合いはどう表現されるであろうか。それは本質的に
は「局所詳細釣り合い (11)において、ρeqをどう設定するか」ということに尽きるのだが、
これは実はさほど自明なことではない。その辺りを具体的に見るために、少しスペースを
取って議論してみよう。少なくとも、ρeqとしては局所平衡分布9を仮定してみるのが妥当
に思える。熱伝導系における局所平衡の物理的意味としては、「格子内部の各 xαの状態は
十分熱平衡に近く、それぞれ熱力学的温度が定義される」ことは必要条件である。そこで
局所平衡分布の逆温度を βαと書こう。すると局所平衡分布は以下のように設定していい
だろう。

ρleq(z) ∝ exp [−βαH(zα)] (20)

ここで αについては和を取る。また、いちおう平衡分布と局所平衡分布を区別するため
に添字 leqを付けた。この場合、局所詳細釣り合いは以下のようになる。

P (z + ∆z|z)

P (z|z + ∆z)
=

ρleq(z + ∆z)

ρleq(z)
= exp [−βαδ′H(zα)] (21)

ここで δ′H(zα
i ) ≡ H(zα + ∆zα) − H(zα)である。

ただし、この増分は熱浴との境界において注意が必要である。すなわち、

δ′H(z(1)) = ∆H0(z
(1)) + V ′(x(1) − X(0))∆x(1) (22)

δ′H(z(N)) = ∆H0(z
(N)) + V ′(x(N) − X(N+1))∆x(N) (23)

8熱伝導率がシステムサイズ無限大で発散する。基本的には熱流の自己相関関数の long-time tailのせい
である。[8]

9したがって、ここでの「局所」のココロは、「基準とする熱平衡分布として局所平衡分布を考える」こ
とに起因する。もう一つのココロは、詳細釣り合いの破れが実際には系のごく局所（正確には「熱浴との相
互作用」）でしか起こっていないことに対応している。
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ここでX(0), X(N+1)は熱浴を構成する微視的自由度である。こう書けば明らかなように、
外部変数についてはダイナミクスを記述しない約束なので、外部（熱浴）との相互作用ポ
テンシャルV の変化は全微分にならないのである。そして式の形を見ると、V ′(x(1)−X(0))

はX(0)が x(1)へ与える力であり、それが変位∆x(1)との積になっているので、「外部自由
度X(1)が（相互作用 V を通じて）系 x(1)へする仕事」である。(Nの方の境界について
も全く同様）。そしてこれらの「仕事」は熱浴の微視的自由度による仕事なので熱と解釈
する。

V ′(x(1) − X(0))∆x(1) ≡ Q1 (24)

V ′(x(N) − X(N+1))∆x(N) ≡ QN (25)

ここでQ1, QN は外部からもらうエネルギーなので、吸熱が正である。
境界以外の要素に対しては δ′H(zα

i )は全微分となり、エネルギーの増加と解釈できる。
すなわち δ′H(zα

i ) = ∆H(zα
i ). (α = 2, · · · , N − 1).

以上を踏まえて詳細釣り合いの破れを計算する。
P (zi+1|zi)

P (zi|zi+1)
= exp

[
−

N−1∑
α=2

βα∆Hα −
N∑

α=1

βα∆Hα
0 − β1Q1 − βNQN

]
(26)

を得る。これを使って径路 {z0, z1, · · · , zN}についてB[z]を取ると

B[z] = −βNQN − β1Q1 (27)

となる。いまサイトN 側が高温、サイト 1側が低温として βN < β1とすると、サイトN

では吸熱（熱欲から吸う）、サイト 1では排熱（熱浴へ捨てる）になるはずなので Q ≡
QN ' −Q1 > 0である。(ここでQN ' −Q1としたのは揺らぎを無視している）。した
がってB[z] ' (β1 − βN)Qとなる。すなわち詳細釣り合いの破れは熱浴間を移動した全熱
量Qによるエントロピー生成に対応する。

3.3.3 一様剪断系

熱伝導と並んで典型的かつ重要な系は非平衡定常系は一様剪断流である10 この系の局
所詳細釣り合いを考えよう。まずハミルトニアンは以下のように与えられる。

H =
(pi − p̄i(xi))

2

2m
+
∑
i,j

U(xi − xj) (28)

ここで p̄i(xi)/mは場所 xiでの平均流速である。すると局所詳細釣り合いは以下のように
与えられる。

P (z + ∆z|z)

P (z|z + ∆z)
= exp

−β

(pi − p̄i)(∆pi − ∆p̄i)/m +
∑
i,j

∆U(xi − xj)


 (29)

10歴史的なことを言うと、最初に揺らぎの定理が発見された系はサーモスタットのついた一様剪断流の
MDシミュレーションであった。[9]
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ここで指数関数の中身の第一項 (pi − p̄i)(∆pi − ∆p̄i)/mは、粒子 iの熱運動のエネルギー
(pi − p̄i)

2/2mの増分であり、第二項は相互作用ポテンシャルの増分である。したがって
（前説の熱伝導でみたように）系内部で和を取る限りにおいてはこれらは時間とともには
増大しない（結局、初期状態と最終状態の差で表されるので、ρleq(zN)/ρleq(x0)になる）。
大事なのはここでも外部との相互作用項である。ここでの「外部』は剪断をかけている
壁であるが、ふたたび外部の微視的自由度をXで書こう。具体的には壁を構成する分子
をイメージすればよいだろう。壁分子との相互作用の∆Uへの寄与はU ′(xi −X)∆xiと書
ける。粒子 iが壁から受ける力を Fiと書くと、これは−Fi∆xiで、力と変位との積であ
り、壁が粒子 iへする仕事（のマイナス符号）と解釈できる。
これらを用いると詳細釣り合いの破れB[z]は前節までと同様にして計算できて、

B[z] = β
∫

Fidxi (30)

を得る。これは駆動されるブラウン粒子の例と同様、外部が系に対してした仕事に逆温度
をかけたものであるから、定常状態では結局エントロピー生成になる。

3.3.4 局所詳細釣り合い：非定常系

ここでは制御パラメター（あるいは巨視的変数）λ(t)を通じて非定常系を実現（あるい
は表現）するが、非定常系について何か特別なことがある訳ではない。まず局所詳細釣り
合いについては定常系と全く同様である。

P (x2|x1; λ)ρleq(x1; λ) = P (x1|x2; λ)ρleq(x2; λ) (31)

ρleq(x; λ)は与えられた λのもとでの局所平衡である。すなわち時々刻々の巨視的変数（パ
ラメター）に対応する局所平衡分布が安定であるようなダイナミクスを考えることを意味
する。（詳細釣り合いの定義からして異なる λどうしが干渉し合うことは無い）。

3.3.5 局所詳細釣り合い：まとめ

上で三つの例において具体的に示したことをまとめると以下のようになる。「系内部の
ダイナミクスとして局所平衡分布に基づいた局所詳細釣り合い (12)を仮定すれば、式 (14)

で定義された詳細釣り合いの破れはエントロピー生成と一致する。」
また、エントロピー生成は系の境界においてのみ発生し、系内部ではゼロである。つま
り式 (14)へ非ゼロの寄与をするのは系外部（熱浴や動く壁、body forceなど）との相互作
用項だけであり、これが結局外部とのエネルギー交換（熱や仕事）を表すことになる。11

11ただし、もともと式 (13)で定義された「詳細釣り合いの破れ」という非常に抽象的な量が熱や仕事な
どの巨視的物理量のみを用いて表されるというのは不思議な気がしないでもない。これは局所平衡分布が
ハミルトニアンで表されることに起因すると言ってしまえばそれまでなのであるが。。
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局所詳細釣り合いは「系内部ではエントロピー生成が起こらない」ことを意味するの
で、孤立系における緩和過程などは記述できないことに注意すべきである。これは局所平
衡分布が安定に存在できてしまうということであり、いくぶんパラドキシカルな状況であ
る。たとえば温度勾配のある孤立系が安定に存在しうることになってしまう。このような
状況は、局所熱平衡分布から流体方程式を導出することによっても示すことができるのは
有名である（この辺りはたとえばランダウリフシッツ「Physical Kinetics」に丁寧に書い
てある）。
「局所詳細釣り合い」を仮定することは局所平衡分布が不変分布であることを意味し、
したがって系内部では緩和過程は起こりえない。唯一の不可逆プロセスは外部との相互作
用（結局非保存力として働く）であり、これがエントロピー生成になる。以上が「局所詳
細釣り合い」の物理的意味である。したがってこれは非常に強い仮定であることに注意さ
れたい。
以下ではこれまで得られたいくつかの非平衡関係式を説明していくが、これらは全て
局所詳細釣り合いの仮定の下で成立することを留意しておくべきである。（この仮定を外
した証明は少なくとも今のところは無い）。このような関係式群は「far from equilibrium

relations」などとしばしば呼ばれたりするので、その限定条件に意識的であることは重要
であろう。

4 Crooksの定理
非平衡関係式の代表例として、Crooksの定理 [10]から紹介することは見通しがよい。

（本稿では歴史的順序には従わない）。以下からは少し一般的な議論をするのでやや抽象
的な議論になる。

4.1 定常系バージョン
まずある有限の時間幅 [t0, tN ]を考える。この時間幅においてパラメター λは一定で系
は定常状態にあるとする。（したがって λをいちいち表記することはしない。）また、微
視的変数 x(t)が実現可能であれば、その反転経路 x(tN − t)も常に実現可能であると仮定
する。そのうえで x(t)の汎関数F [x(t)]を考え、定常状態におけるその平均値を 〈F [x(t)]〉
を書く。（これは具体的には例えば仕事や熱などを想定している。）この平均値を、遷移
確率を用いて具体的に計算することを考えよう。時間幅をN 等分して、[t0, t1, · · · , tN ]と
し、各時刻における系の微視的変数 x(ti)を xiと書く。また、(x1, x2, · · · , xN)をまとめて
{x}と表し、F [x(t)]をF({x})と書く。このときF [x(t)]の平均値は以下のように書ける。

〈F [x(t)]〉 '
∫ N∏

i=0

dxi

(
N−1∏
i=0

P (xi+1|xi)

)
ρss(x0)F({x}) (32)
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ここでの等号'はN → ∞で真の等号=になると期待する。ここで {x} = (x0, x1, · · · , xN)

の時間反転トラジェクトリ (xN , xN−1, · · · , x0)を {x̃} = (x̃0, x̃1, · · · , x̃N)と書く。(x̃i =

xN−i）。
さて時間反転経路を使って右辺を書き直すことを考えよう。まず F(x1, · · · , xN) = F(x̃N , · · · , x̃0)

を F̃({x̃})と書く。（ゆえに F̃ [x(t)] = F [x(tN − t)]である）。
∫ N∏

i=0

dxi

(
N−1∏
i=0

P (xi+1|xi)

)
ρss(x0)F({x}) =

∫ N∏
i=0

dx̃i

(
N−1∏
i=0

P (x̃i+1|x̃i)

)
ρss(x̃0)F̃({x̃}) exp(−ω[x̃])

(33)

ここで

exp(−ω[x̃]) ≡
N−1∏
i=0

[
P (xi+1|xi)

P (x̃i+1|x̃i)

]
ρss(x0)

ρss(x̃0)
(34)

である。定義から
ω[x̃] = −ω[x] (35)

が直ちに言えることに注意。式（33）の右辺をよく見ると、経路 x̃に依存する量 F̃({x̃})e−ω[x̃]

を全経路について平均していることが分かる。したがって、式 (32)と (33)から、以下の
式が言える。

〈F〉 = 〈F̃e−ω〉 (36)

これはいわゆるCrooksの定理と言われるものの定常状態バージョンである。

4.2 一般形
Crooksの定理は、形式的には、定常状態だけでなくパラメターを変化させて非平衡非定
常系にした場合にも容易に拡張できる。時間窓 [t0, tN ]の間で制御パラメター λ(t)を変化
させることによって非定常状態を作ればよい。ただし時間窓の最初と最後（t = t0, t = tN）
で系は定常状態にあるとしよう。12

上でしたのと同様に時間を離散化し λ(ti) ≡ λi, λN−i ≡ λ̃iなどと書く。また、遷移確率
は一般にはパラメター依存するだろうからそれを明記する必要がある：P (xi+1|xi; λi)と書
く。式 (32)と (33)は、積分の中の遷移確率と測度をそれぞれ P (xi+1|xi; λi)と ρss(x0; λ0)

などで置き換える以外には変更を受けない。ω[x; λ]の定義だけ後で使うので明示的に書
き下しておく。（ここでωは微視的径路 x(t)だけでなく制御パラメターの径路 λ(t)にも依
存することに注意）。

exp(−ω[x̃; λ̃]) =
N−1∏
i=0

[
P (xi+1|xi; λi)

P (x̃i+1|x̃i; λ̃i)

]
ρss(x0; λ0)

ρss(x̃0; λ̃0)
(37)

12定理そのものを示すためならば実はこの仮定も不要である。しかし物理的には応用性が低そうなのでこ
こではそのような一般化は考えない。
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定常状態との重要な違いは巨視的径路λ(t)依存性があることである。すなわち、微視的
径路平均 (33)において、左辺は {λi}という巨視的径路で固定されているが、右辺は {λ̃i}
で固定されている。したがって式 (33)において右辺と左辺では異なる微視的径路平均を
取っているのである13。これらをそれぞれ 〈·〉F , 〈·〉Rと明示的に書こう。ここで 〈·〉F はプ
ロトコル {λi}に関する微視的経路平均、〈·〉Rは反転プロトコル {λ̃i}に関する経路平均で
ある。すると結論は以下のように修正される。

〈F〉F = 〈F̃e−ω〉R (38)

これが非定常系にも使える一般的なCrooksの定理である。

4.3 物理的意味
Crooksの定理を一言で表せば、「任意の径路依存量F [x(t); λ(t)]について、順過程 λ(t)

と逆過程 λ(tN − t)それぞれにおける平均値が関係づけられる」ということである。その
際、因子 e−ω[x(t)]が現れるので、これが「性質の良い」（測定可能、あるいは他の測定可
能量から計算できる、etc)量でなくては物理的関係式として意味が無い。そこでこの量の
物理的意味を考えよう。まず定常状態に関しては式（14）と（34）を見比べれば一目瞭然
で、ω = Bである。すなわち、ωは詳細釣り合いの破れを表す量である。そしてこれは
局所詳細釣り合いの仮定をすれば、エントロピー生成である。したがってCrooksの定理
（定常バージョン）は「式 (36)において ωはエントロピー生成」と表現できる。
他方、非定常系についてはどうなるであろうか。

− log
N−1∏
i=0

[
P (xi+1|xi; λi)

P (x̃i+1|x̃i; λ̃i)

]
= −β

∑
∂x̃H(x̃i; λ)∆x̃i (39)

= −βQ[x̃] (40)

ここでも定常系での議論と同様、外部の微視的自由度とやりとりするエネルギー（すなわ
ち熱）が主要な寄与をすることに注意。
ここから ωを計算するためには定常測度 ρss(z)の具体形を決めなくてはいけない。だ
が ρss(z)を知ることこそが非平衡統計力学の最終ゴールなのだから、そんなものはここで
決められる訳が無い。したがって現時点でほぼ唯一の可能な設定は、初期状態と最終状態
を熱平衡状態に設定することである。つまり ρss(z)として熱平衡測度を取る：ρss(z; λ) =

eβF (λ)−βH(z). そうすると、

ω[x̃; λ̃]) = − log
N−1∏
i=0

[
P (xi+1|xi; λi)

P (x̃i+1|x̃i; λ̃i)

]
ρeq(x0; λ0)

ρeq(x̃0; λ̃0)
(41)

= β
[
−∆F (λ̃) + ∆H(z̃) − Q[z̃]

]
(42)

= β
[
−∆F (λ̃) + W [z̃]

]
(43)

13他方、定常状態の場合は、経路積分 (33)を実行する際に、両辺における xと x̃は単なる積分変数（ダ
ミー）でしかないから、両辺の平均の意味は同じになることに注意。
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となる。（最後の等式で第一法則W + Q = ∆Hを使った）。系にした仕事W と自由エネ
ルギー差∆F との差W − ∆F は系の状態変化に用いられなかった余分な仕事であり、し
たがって熱として結局捨てられる。それゆえ、β(W −∆F )はエントロピー生成と見なす
ことが出来る。結局、ωは非定常過程においても（初期状態と最終状態を熱平衡にとれ
ば）局所詳細釣り合いの仮定のもとでエントロピー生成という物理的意味を持つことが示
せた。

5 揺らぎの定理
さて揺らぎの定理として知られているものにはいくつかのバリエーションが有るが、こ
こではもっともポピュラーな形式で紹介する。

5.1 概略
揺らぎの定理：時間窓 [t0, tN ]における非平衡定常系でのエントロピー生成Ωの分布関数
P (Ω)について、以下の関係式が成立する。

P (Ω) = eΩP (−Ω) (44)

導出：　定常状態に関するCrooksの定理（36）を用いてすぐに出来る。まず、

F [x(t)] = δ(ω[x(t)] − Ω) (45)

と選ぶ。定義より ω[x̃] = −ω[x]なので、

F [x̃(t)] = δ(ω[x(t)] + Ω) (46)

に注意しつつ、それぞれを式 (36)へ代入すると、

P (Ω) = eΩP (−Ω) (47)

となって、ω[x(t)]が±Ωをそれぞれ取る確率の比が指数関数で書かれる。ここで ω[x(t)]

は（局所詳細釣り合いの仮定のもとで）エントロピー生成という物理的意味を持つので、
結局 P (Ω)はエントロピー生成の分布関数になり、揺らぎの定理に帰着する。

5.2 揺らぎの定理は揺動散逸定理を含む
揺らぎの定理から揺動散逸定理を導出する。（当然ながら局所詳細釣り合いは仮定され
ている）。そして揺動散逸定理の破れと局所詳細釣り合いの破れの関係について議論する。
詳細は講義で。
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5.3 揺らぎの定理はGreen-Kubo公式、Onsager相反関係を含む
揺らぎの定理からGreen-Kubo公式とOnsager相反関係を導出する。詳細は講義で。

5.4 揺らぎの定理：更なる発展へ
ここまでで「揺らぎの定理」は（局所詳細釣り合いの仮定のもと）、揺動散逸定理と

Green-Kubo公式とOnsager相反関係など、いわゆる「非平衡統計力学」の精華をほぼ包
含していることが明らかになる。それらがエントロピー生成分布の対称性を記述する一
つの式でまとめて表現されてしまうのはかなりの驚きである。その真の意味について我々
はまだ何か確固たる視座を持っている訳ではない。（極端なことを言えば「揺らぎの定理」
の意義は単に記述の簡略化に資するだけかもしれない）。少なくとも、その導出過程を追
えばすぐに分かるように、系の微視的動力学に「局所詳細釣り合い」を必要とすることを
意識させるという点において教育的な定理ではある。（ただしもちろん局所詳細釣り合い
を仮定しない導出が本当はあるが我々はそれを知らないだけなのかもしれない。だとすれ
ばそのような系でも実際に揺らぎの定理が成立するであろうから、まずは実験で地平を広
げていくことが大切であろう）。
テクニカルには現在でもさまざまな「揺らぎの定理の拡張版とそれらの関係」が報告さ
れ続けている。ここでは時間の問題からそれらを逐一紹介することは出来ないが、そのい
ずれもが「局所詳細釣り合い」を仮定しなくてはならないことだけここでは記しておこ
う。なお実験まで含めた 2004年の時点での詳細なレビューがRitortによって書かれてい
る。[11]

6 Jarzynski等式
平衡熱力学の重要な関係式である最小仕事の原理は不等式であり、等式は無限にゆっく
り行う極限でのみ成立する14。Jarzynski[12]は、準静的過程のみならず「任意の」過程に
ついて、仕事と自由エネルギー差の間にある等式が成立することを示した。厳密には平衡
関係式と言ってもよいかもしれないが、操作最中は非平衡状態にあってもよいし、他の非
平衡関係式と関係が深いので、本講義でも紹介する。

最小仕事 (Kelvin)の原理：熱浴に接したある系を熱平衡状態からパラメター λを操作す
ることによって異なる熱平衡状態へ移すことを考える。開始状態と最終状態の自由エネル
ギー差を∆F と書くと、その際、熱力学第二法則によりW ≥ ∆F が成り立つ。（最小仕
事の原理）。等号は準静的過程においてのみ成立する。

14何と比べてどれくらいゆっくりなのか？実際に可能かどうかはあまり気にしない思考実験の域を出ない
のだろうか？
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Jarzynski等式：上で述べた操作において以下の等式が成立する。

exp(−β∆F ) = 〈exp(−βW )〉 (48)

導出：　何通りも知られているが、ここでは非定常過程についてのCrooksの定理 (38)と
局所詳細釣り合い (43)を用いる。まず式 (43)を Crooksの定理 (38)へ代入し、F = 1と
すると、

1 =
〈
exp

[
β(∆F (λ̃) − W [z̃])

]〉
R

(49)

順過程についての平均は 1なので無くなり、逆過程についての平均 〈·〉Rしか残っていない
ので、逆過程とか順過程とかの区別はなくなる。すなわち、

exp [−β∆F ] = 〈exp [−βW ]〉 (50)

この等式を用いれば有限時間過程における仕事を多数回計測すれば自由エネルギー差が
求まるので、（複雑分子の自由エネルギーなどを実験的に求めるなど）応用上きわめて重
要な関係式である15。が、求まる量は（平衡）自由エネルギー差なので、非平衡状態にあ
る系に本質的知見を切り開く面はやや弱いと言えるかもしれない。

7 非平衡定常系の第二法則
制御パラメター（あるいは巨視的変数）λで特徴づけられる非平衡定常系があるとき、

λを外部から変化させることによって系を別の非平衡定常状態へ移すことを考える。これ
はたとえば熱平衡系から別の熱平衡系へ移す過程の、非平衡定常系バージョンと考えてよ
い。平衡系の場合は最小仕事の原理W ≥ ∆F、あるいは Jarzynski等式が成立するが、非
平衡定常系の場合は何か類似の非平衡関係式が成立するだろうか？というのがここでの問
いである。
たとえば平衡系の第二法則∆S ≥ βQでは準静的過程で βQが系のエントロピー変化に
等しくなる。ただし非平衡系では、系の状態変化に関わらず熱は常に産生され続けるの
で、同様の第二法則が非平衡定常状態にもそのまま成立するとは考え難い。たとえば系の
状態変化に関係した熱Qex（余剰熱）があったとしても状態変化と関係なく経常的に産生

15この等式が示されたのは 1997年である。その時点で「揺らぎの定理」はまだ Nosé-Hoover型熱浴のも
とで成立することしか示されていなかった [9]。その後すぐ 98年に Kurchan[13]により、Langevin系でも
揺らぎの定理が示されたことによってその重要性の認識は飛躍的に高まった。その意味では重要性が（広
い適用可能性とともに）最初に認識された非平衡関係式は Jarzynski等式だと言えるかもしれない。なお
Nosé-Hoover型熱浴 [14]は位相空間体積が減少し続けるなど、物理的にはかなり怪しげな熱浴で、その熱
浴の性質を用いて示された「揺らぎの定理」は一般的に成立する定理とは思われていなかった節がある。私
自身も 97年の時点で揺らぎの定理自体は見聞していたものの、やはり熱浴の性質と切り離して考えること
が出来なかった。他方、Jarzynski等式は最初からかなり一般的な形で導出が与えられていたこともあり、
その論文を最初に読んだときは「これは熱力学第二法則に匹敵する衝撃的成果だ！」と興奮した。（ちなみ
に私は当時M2)。
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される熱Qhk（維持発熱）に埋もれてしまう。もしこれら二種類の熱を区別して測定する
ことが出来れば、余剰熱を通じて平衡熱力学と類似の現象論が非平衡定常系にも出来るか
もしれない [15]。ただし、そもそも熱の移動自体直接測定が困難であることを考えると、
そのような熱の区別が可能かどうか、控えめに言ってもかなり疑わしい。
この節では、ごく簡単な系については「維持発熱」「余剰熱」を定義出来て、「余剰熱」
だけに注目すれば熱力学第二法則と全く同様の法則が成り立つことを示す。

7.1 準備
まず以下の恒等式を示すところから始める。

恒等式A：定常状態測度を ρss(x; λ) = exp[−φ(x; λ)]と書く。このとき、以下の等式が成
立する [5]。 〈

exp
[
−
∫ tN

t0
dtλ̇∂λφ(x; λ)

]〉
= 1 (51)

導出：下の等式が恒等式であることはすぐに確認出来る。(単に i = 0から順番に積分し
てみればよい）。∫ N∏

i=0

dxi

[
N−1∏
i=0

P (xi+1|xi; λi)
ρss(xi+1; λi+1)

ρss(xi+1; λi)

]
ρ(x0; λ0) = 1 (52)

これは連続極限を取って ρss(x; λ) = exp[−φ(x; λ)]を使えば式 (51)になる。

7.2 余剰熱と維持発熱
余剰熱の定義：非平衡第二法則において中心的役割を果たす「余剰熱」Qexを以下のよう
に定義する。

βQex ≡ log
N−1∏
i=0

ρss(xi+1; λi)

ρss(xi; λi)
(53)

= −
N−1∑
i=0

[φ(xi+1; λi) − φ(xi; λi)] (54)

= −
∫ xN

x0

dx∂xφ(x; λ) (55)

ただし現時点でこれが「熱」を表す保証は全くない。

非平衡系の第二法則：とりあえず式 (53)を余剰熱の定義として用いることにしておいて、

βQex = −∆φ +
∫ λN

λ0

dλ∂λφ(x; λ) (56)

∆φ ≡ φ(xN ; λN) − φ(x0; λ0) (57)
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を用いて式 (51)を書き直すと以下を得る。

〈exp [−∆φ − βQex]〉 = 1 (58)

Jensenの不等式 〈ex〉 ≥ e〈x〉を用いると上の等式は以下の不等式になる。

β〈Qex〉 + ∆〈φ〉 ≥ 0 (59)

ここで 〈φ〉は系のシャノンエントロピーであることに注意。すなわち、余剰熱Qexと系の
シャノンエントロピー変化が不等式で関係付けられる。

等式の成立：不等式 (59)はゆっくり操作する極限で等式が成立することも以下のように
してすぐ示せる。系を乱すこと無く十分ゆっくり操作すれば時々刻々の分布関数は定常分
布になっていると仮定してよかろう。つまり

N−1∏
i=0

P (xi+1|xi; λi)ρss(x0; λ0) =
N∏

i=0

ρss(xi; λi)

である。したがって以下を得る。〈∫
dλ∂λφ(x; λ)

〉
=

∫ ∫ (
N∏

i=0

dxidλi

)
ρss(xi; λi)∂λφ(xi; λi) (60)

= 0 (61)

これと恒等式 (56)を使えば、βQex = ∆〈φ〉となる。したがって、ゆっくり操作する極限
で「余剰発熱」はシャノンエントロピー変化に一致する。

維持発熱：Qex = ρss(xi+1; λi)/ρss(xi; λi) の物理的意味をもう少し考えてみよう。まず以
下のように変形してみる。

exp(βQex) =
ρss(xi+1; λi)

ρss(xi; λi)
=

P (xi+1|xi; λi)

P (xi|xi+1; λi)
× P (xi|xi+1; λi)

P (xi+1|xi; λi)

ρss(xi+1; λi)

ρss(xi; λi)
(62)

= exp [βQ] × exp [−B(xi+1|xi; λi)] (63)

（ここで局所詳細釣り合い (12)を用いた。）以上の議論から

Qex = Q − kT
∑

i

B(xi+1|xi; λi) (64)

が結論される。この式は以下のように解釈出来る：「余剰発熱は、全熱量Qから系の状態
変化と関係のない熱 kTB(xi+1|xi; λi) を差し引いたものである。」したがって、「維持発
熱」Qhkの微視的定義として以下の式が得られたことになる。

Qhk ≡ kT
∑

i

B(xi+1|xi; λi) (65)

= kT
∑

i

log

[
P (xi+1|xi; λi)

P (xi|xi+1; λi)

ρss(xi; λi)

ρss(xi+1; λi)

]
(66)
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7.3 維持発熱が測定可能量である条件
維持発熱（あるいは余剰発熱）を測定可能量で書けることは物理の理論であるためにき
わめて重要である。ただし現時点で、維持発熱（66）が可観測量で書ける一般的な条件は
分かっていない。少なくともLangevin方程式で書けるようなブラウン粒子系に関しては、
維持発熱は以下のように書けることが分かっている。

Qhk =
∫

dxγu(x; f, λ) (67)

ここでもとの Langevin方程式は

γẋ = f − U ′(x; λ) + ξ(t) (68)

である。また、u(x; f, λ)は場所 xにおける平均流速である。（測度はパラメター f , λにお
ける定常状態）。
この事情は維持発熱の具体的表式 (66)を以下のように書き直すともう少しは明らかに
なるかもしれない。

Qhk = kT
∑

i

log

[
ρeq(xi+1; λi)

ρss(xi+1; λi)

ρss(xi; λi)

ρeq(xi; λi)

]
(69)

これは定常状態測度と熱平衡測度からのずれに起因した量である。すなわち、

Qhk =
∫

dx(t)∂xχ(x; λ) (70)

χ(x; λ) ≡ log
ρeq(x; λ)

ρss(x; λ)
(71)

となって、定常状態測度の情報に直結していることが分かる。すなわち、維持発熱の具体
的表式が分かることと定常状態測度が分かることとほぼ同値である。（Langevin系につい
て維持発熱の具体的表式が分かる理由は、非平衡測度に関する方程式（Fokker-Planck方
程式）がすでに分かっているからに他ならない。これは困難の保存則というべきだろう
か？むしろ、維持発熱という熱力学的量を求めることが非平衡測度という統計力学的ゴー
ルに直結しているという点で、非平衡系における現象論と微視的理論の関係について非常
に重要な示唆をしているように思える。
講義ではこの辺りの事情を、Zubarev[16]やGrandy[17]などとの関連も交えて少し長め
に論じる予定である。

7.4 最近の発展
非平衡第二法則 (51)はごく最近になっていくつか新しい応用が提案されている。ここ
ではそれら最近の話題についても簡単に紹介する。
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7.4.1 Speck-Seifeldの定理

維持発熱Qhkの定義を式 (66)のように明記しておくと、いわゆる Speck-Seifeldの定理
[18]

〈exp(−βQhk)〉 = 1 (72)

は、詳細釣り合いの破れBに関する式 (13)にも注意すれば、ほぼ自明であろう。

7.4.2 非平衡定常系における揺動散逸定理

式 (51)から、非平衡系における揺動散逸定理を示すことが出来る。講義では J. Prost

et al. [19]に従ってその概略と意義、詳細釣り合いと揺動散逸定理の関係について論じる
予定である。

7.4.3 試行関数の方法

上でも述べたように、維持発熱の定義には非平衡定常測度に関する知識を必要とするた
め、（定常状態分布あるいはそれが求まる方程式）が分かっていない限り、維持発熱の具
体形を求めることは一般には困難である。この困難を解消するためにKurchanらが提案
した trial functionの方法 [20]を紹介する。

8 非熱的系における非平衡関係式
これまでも見てきたように、ほとんど全ての非平衡関係式が成立する条件は「局所詳細
釣り合い」であった。この条件が無ければ恒等式としての関係式に物理的意味を与えるこ
とが出来ないのである。
もちろん実際に局所平衡釣り合いが成り立たないような系はいくらでもある。とくに粉
体や自己駆動粒子系をはじめとする非熱的な要素からなる系では明らかに成り立たない。
ただしこれは、現在まで知られている証明が非力なだけであって、実際にはさらに広い範
囲で揺らぎの定理などが成立している可能性も残されている。実際に、粉体などマクロな
系を外力駆動した場合、揺らぎの定理が成り立っているという実験が複数報告されている
[21]。
ただし、自明な例もいくつかある。とくにMarkov変数を巨視的変数にとってしまえば、
反転径路の存在可能性はほとんど問題無さそうに思えるし、実効的には Langevin方程式
による記述が成立するように思える。もちろんその場合も「温度」の意味は不明確なので
あるが、揺らぎの定理の成立そのものはむしろ自明であって、ここで紹介した論理を何一
つ越えるものではない。
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もちろんそこで出現する「温度」に何か積極的意味を見出し得ればそれは実り多いもの
になるであろうこともまた容易に想像出来る。たとえば非平衡系の活性化過程を揺らぎ
の定理に基づいて基礎づけることが出来るかもしれない。非平衡系の活性化過程は、ガラ
スのα緩和, レオロジーにおける cage-breaking, ランダム系一般を駆動した際に見られる
crackling noiseなど、たくさんの重要な問題における根本的な物理である。この文脈では
まず IlgとBarrat[22]による「メカニカルノイズ」による活性化過程のシミュレーション
を紹介する。その後、ランダム非平衡系の活性化過程に基づいたレオロジーモデルである
Soft glassy rheology[23]やKinetic elasto-plastic model [24]を紹介し、非平衡系における
活性化過程と有効温度の役割についてその問題点を整理したい。
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